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Page 80 remplacer les lig:ne5 ao et suivantes ainsi que les ^ premières iigiifis de 

la page 81 par le teste suivant : 
divisible par If. La diifércnce des deux expressions 
{c-h2nd)d— {a + iitb)b-hd^-\- {a-^-inb)- - -i, cd — ab-'r d' + à-—-j. 
est en effet égale à s)i[d' — *'-m<iô4- 216']; comme b est pair, d impair, et 
que n est supposé pair, celle dillérence est divisible par i(i. 



u form. (XLI5). 




(XLII,} 
Ci-LIIo) 
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3o3 dernière ligne, 

242 formule(XXIi), 

557 formule (XXXVI,), 

■SG formule (XLVI,), 



? > r P < r- 
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mule(XLVIl,), ï, 

mule (1II„) - î 2 '' 






ïant-der 



TOME m. 



8,(0). 

-:;2" 



jLe lecteur qui voudrait se borner à un aperçu de la Théorie des fonctioiu 
elliptiques et acquérir seulement les notions indispensables aux applications 
des fonctions elliptiques à la Mécanique pourra se dispenser de lire les nu- 
méros Hb à 388, 459. «3 à ^88, 4W à 492. 
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ELEMENTS 



Ur, I.A THtOIllF, DES 



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



CALCUL INTEGRAL. 



THÉORÈMES GENERAUX. 



CHAPITRE PREMIER. 



APPLICATIONS DO THÉORÈME DE CAUCHY SUR LES INTÉGRALES 
D'UNE FONCTION D'UNE VARIARLE IMAGINAIRE. 



I. — Premières applications du théorème de Cauchy. 

351. La plupart des résultats obtenus dans la première Partie de 
ce Traité, résultats que nous avons groupés sous le nom de Cal- 
cul différentiel, ont été déduits de la définition de la fonction d m, 
au moyen d'identités analytiques qui, cette définition une fois 
donnée, s'offrent en quelque sorte naturellement. Nous ne nous 
sommes guère écartés de cette voie que pour établir (n" 94), en 
nous appuyant sur le théorème de Liouvîlle, l'égalité 
^(u^a)^(u-a) 
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et quelques points de la théorie de la transformation, ou pour 
introduire, en nous appuyant sur le théorème de Laurent, les 
fonctions -S de M. Hermite (n"' 274-277) et en établir la pro- 
priété fondamentale, et encore, tout en rattachant à celte pro- 
priété les théorèmes d'addition des fonctions S, avons-nous pris 
soin d'établir directement (n"' 28S, 286) une identité dont ces 
théorèmes se déduisent sans difficulté. C'est maintenant une voie 
tout autre qne nous allons suivre : quelques propositions de la 
théorie des fonctions d'une variable imaginaire vont nous con- 
duire rapidement à des théorèmes capitaux concernant les fonc- 
tions doublement périodiques. 

Liouville, dans un cours professé au Collège de France (') 
en 1847, ^ fondé la théorie des fonctions elliptiques sur le théo- 
rème que nous avons fait connaître au n" 8-4 et qu'il a commu- 
niqué à l'Académie des Sciences en i8ii4- 

Antérieurement à, Liouville et concurremment avec lui (-), Caii- 
chy a montré tout le parti que l'on pouvait tirer de son calcul des 
résidus pour obtenir les développements en série relatifs aux fonc- 
tions elliptiques. D'ailleurs, la proposition du n" 35, dont le théo- 
rème de Liouville est une conséquence immédiate, lui appartient. 

En appliquant, comme nous allons le faire, à la théorie qui nous 
occiipe, les propositions fondamentales de Cauchy sur les inté- 
grales prises entre des limites imaginaires, nous allons retrouver, 
avec d'autres, les théorèmes généraux établis par Liouville. 

Dans cet ordre d'idées, M. Hermite a obtenu une proposition 
que l'on trouvera au n° 3S8et qui domine en quelque sorte la 
théorie des fonctions doublement périodiques. 

Le lecteur ne manquera pas d'observer que les propositions que 
nous allons établir auraient pu être prises comme point de départ : 
c'est ce qu'ont fait Briot et Bouquet dans les deux éditions de leur 
Traité des fonctions elliptiques ('). 



(') Ce cours a été reproduit par Borchardt dans le Tome LXXXVHI du Joui 
rtal de C relie. 

(') Voir les Comptes rendus de iB^Î et iH^^. 

(') Paris, Mallel-Bachelier et Gsuthier-Villars (i- édition, iSSg; r édiiior 
1875). 

Il convient aussi de signaler les importants Mémoires que ces dcus Géomètrt 
ont publiés dans le Journal de l'École Polytechnique (r856). 
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APPLICATIOHS DU TnÉORiîiUE DE CAUCIIÏ, 3 

352. Voici le théorème de Cavicliy sur lequel nous nous ap- 
puierons principalement : 

L'intégrale, prise le long d'un contour simple parcouru 
dans le sens direct, d'une fonction unifoque d'une variable 
imaginaire, régulière en tous les points du contour et de l'aire 
qu'il renferme, sauf en des points isolés, en nombre fini, non 
situés sur te contour, est égale au produit par iin de la somme 
des résidus relatifs aux points singuliers. Cette somme est 
nulle si la fonction est holomorphe sur le contour et à l'inté- 
rieur du contour. 

Ce théorème va être appliqué à une fonction univoque F{i^), 
régulière eu tout point du plan, sauf en des points singuliers que 
nous supposerons être des pôles, en nombre fini dans toute por- 
tion finie du plan. Nous prendrons pour contour le parallélo- 
gramme dont les sommets sont «d, Ho+ aw), i(o+ aw, + a w^? 
Hfl + 2 (û3 ; Mu est un point quelconque, choisi toutefois de manière 
que les pôlesde F((/) ne soient pas surles côtés du parallélogramme ; 
les quantités W|, Ws sont telles que la partie réelle du rapport ~. 
soit positive; nous continuerons (n" 86) d'appeler ce parallélo- 
gramme ; parallélogramme des périodes. 

Pour parcourir le contour de ce parallélogramme dans le sens 
direct, nous supposerons que la variaMe réelle t croisse de o à i, 
d'abord dans l'expression «|,-1-2W|(, puis dans l'expression 
M(,+ 2W, -t- awjï, puis qu'elle décroisse de i à o dans les expres- 
sions «„4- 2Wj-|- 2«| t, «1,-1- awji; nous rencontrerons ainsi les 
sommets du parallélogramme dans l'ordre spécifié plus haut, et, à 
cause de l'hjpothèse faite sur le rapport — -.. nous aurons par- 
couru son contour dans le sens direct. 

D'après cela, le théorème de Cauchj nous donnera l'égalité 
fondamentale 






ojf) — F("u -1-3 ">!-(- a'^aO]'^*^ 3(7: SA, 



OÙ S^ désigne la somme des résidus relatifs aux pôles de la fonc- 
tion F(w) à l'intérieur du parallélogramme des périodes. 
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4 CALCUL ISTÉGRAL. 

3S3. Avant d'aborder notre objet principal, nous ferons une 
application de ce tliéorème, qui en montrera la portée. 

La fonction univoque C(") n'admet dans le parallélogramme des 
périodes qu'un pôle, congru à o, modulis aw), awj, et le résidu 
relatif à ce pôle est i, comme il résulte delà formule (lia). D'ail- 
leurs, il résulte de la formule (Vis) que l'on a 

Ç(Mo+21JJ,()— (;(Mo+2tO)+2W,() = — 'i-l.!, 



l'égalité fondamentale 
aisée, la relation du n° 



si, et de la façon la plu; 



334. Arrivons maintenant à la théorie des fonctions doublement 
périodiques et rappelons d'abord que nous entendons toujours 
par là des fonctions univoques, n'admettant pas d'autre singula- 
rité que des pôles. Les périodes seront toujours désignées par ato,, 
awa, à moins qu'on ne prévienne du contraire; elles seront regar- 
dées comme données, et la parile réelle du rapport ~-^. sera sup- 
posée positive. 

Si/(i() est une fonction doublement périodique, le premier 
membre de l'égalité fondamentale (n''352), où l'on remplace F(h) 
par/(«) est évidemment nul. Donc : 

Lasomme des résidus d'une fonctiondoublemenl périodique, 
à l'intérieur du parallélogramme des périodes, est nulle. 

Il n'existe pas de fonction doublement périodique n'admettant 
qu'un pôle simple dans le parallélogramme des périodes. En ef- 
fet, le résidu de ce pôle devrait être nul; le pôle n'existerait pas; 
la fonction serait entière; elle se réduirait à une constante (n" 84). 

3o5>. La dérivée logarithmique d'une fonction doublement pé- 
riodique /( h) est elle-même une fonction doublement périodique. 
Mais la somme des résidus de la fonction -^ ' est la différence 



entre le nombre des 



s (') et le nombre des pôles de la fooc- 



(')Un=e>o(ou une: 
laquelle cette fonction e 
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APPLICATIONS DU THÉOEÈIHE DE CU'CHY. 5 

tion f{u), chaque zéro ou chaque pôle étant compté autant de 
fois qu'il y a d'uDÏtés dans son ordre de mnltiplicité. Donc : 

A l'intérieur du parallélogramme des périodes, une fonc- 
tion doublement périodique a autant de zéros que de pôles, 
les zéros et les pôles étant comptés comme onvient de l'expliquer. 



356. Appliquons encore l'égalité fondameiilaie du n" 3o2 à la 
fonction 



¥iu)=uL 



en désignant toujours par /(«) une fonction doublement pério- 
dique. A l'intérieur du parallélogramme des périodes, la somme SA 
des résidus de cette fonction sera la différence entre la somme des 
zéros et la somme des pôles de la fonctîon/(«); chaque zéro on 
chaque pôle doit figurer dans la somme autant de fois qu'il y a 
d'unités dans son ordre de multiplicité. 
On a Immédiatement 



a sorle que le premier membre de l'cgaliLc fondamentale devient 



' /(■■) ■ 



/'"■•+"'-" ,,,^„.,. r.,„. /'<"'-^' 



'.f:-9smi-"-"'f. 



/("«-v 



Ja A'h^u) Ja /(«o+«) 

Les deux intégrales qui figurent dans cette expression sont recti- 
ligncs; elles sont respectivement égales à quelqii'uiie des déter- 
minations des quantités 

/(«o) y("o) 

puisque la fonction f{u) admet les périodes 2W|, aiDj, chacun 
des logarithmes est égal à un multiple entier de atïi. Donc : 
A r intérieur du parallélogramme des périodes, la sotnme 
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6 CAI.CUF. IMTÉOIUL. 

des zéros d' une fonction doublement périodique, diminuée de 
la somme des pôles, est congrue à zéro, modulis ato, , 2D3. 
Ce théorème esl dû à Liouville. 

3^7, Comme les pôles de la fonction doublement périodique 
/( u) — G, où C désigne une constante, coïncident avec les pôles 
de la fonction doublement périodique /( 11), on voit que le nombre 
des racines de l'équation /(m) =^ C, contenues à l'intérieur du 
parallélogramme des périodes, est égal au nombre des pôles de 
f(u), et que la somme de ces racines est congrue à la somme des 
pôles de /(w). Cette somme des racines, si l'on ne tient pas compte 
des multiples entiers des périodes, est donc, comme leur nombre, 
indépendante de C ( ' ), 



II. — Décomposition des fonctions doublement périodiques 



338. OndoitàM. Hermiie (^) une formule capitale qui donne 
l'expression de toutes les fonctions doublement périodiques. En 
raison de son analogie avec la formule de décomposition des frac- 
tions rationnelles en fractions simples, il convient de donner à 

C) On observera que l'équation fi_u,) = z définit u comme fonction implicite 
de 2. En se reportant â la théorie des fonctions implicites, ou, ce qui revient au 
même, à la théorie du retour des suites, on apercevra immédiatement ta vérité 
de la proposition suivante. Supposons marqués, dans le plan qui sert à figurer la 
variable z, les points dont les affiles sont les valeurs de /(u) pour les racines 
de l'équation y (k) = 0, et consiiiépons une aire (A) limitée par un contour 
simple et ne contenant aucun de ces points : si s, appartient k l'aire (A) et si i(„ 
est une racine de l'équation /(«j=^j,il eiiste une fonction (et une seule) 
u — f(z), se réduisant à u, pour z = a,, holomorphe dans (A.), et qui est telle 
enfin que l'on ait identiquement, dans cette aire, 

li y aura, dans l'aire (A ), autant de fonctions holomorphes, distinctes entre elles, 
ouissant de cette dernière propriété, que la fonction /(u) a de pûles. Elles se ré- 
duiront, pour : = =,, aux valeurs des racines de l'équation f[u) — z^. A l'une 
quelconque d'entre elles on peut ajouter d'ailleurs 2mio,-i- anu, où m tt/t sont 
des entiers quelconques, sans que la dernière relation cesse d'avoir Heu. 

{') Note sur la Théorie des fonctions elliptiques ajoutée à la sixième édition 
du Traité de Calcul différentiel et intégral de Lacroiï, 
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celle formule le nom de décomposition d'une fonction pério- 
dique en éléments simples. C'est la fonction "C^u qui^a y jouer le 
rôle d'élément simple, le même rôle que joue la fonction - dans 
la théorie des fonctions rationnelles. 
Considérons la fonction 

oii /((() esL une foocUon doublement périodique, et où x désigne 
pour le moment une constante quelconque; on aura 

si donc on applique à la fonction F((i) l'égalité fondamentale, on 
voit que la somme de ses résidus à l'intérieur du parallélogramme 
des périodes, multipliée par aî-îî, est égale à 



el que, par conséqiient, elle est indépendante de x. 

Si, maintenant, l'on désigne par a l'un quelconque des pôles 
de la fonction /{u) et par a l'ordre de multiplicité de ce pôle, 
on aura, aux environs du point a, un développement de la 
forme 

où 'S {h) désigne nne série entière en A, où A, A,,. . -, Aa_r sont 
des constantes, où enfin D, D'^', . . . , D'"~" sont des symboles de 
dérivation par rapport à h. On a d'ailleurs, aux environs du même 
point a, 

■;(^^^a~ h) = !^i^- ~ a) ^ ^'^ Z'i^ - a) -^^i^x-a) - ...: 

en désignant par i^'(x — ((),Ç"(x — a), ... les dérivées succes- 
sives de î^« par rapport à «, dans lesquelles on a remplacé u par 
x ~a. Le résidu de la fonction F (u) = f {u)K{x — u) , relatif 
au pôle a, c'est-à-dire !e coefficient de -r dans le développement 
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Ae f{a -y- h)X,{x ^ a^ A), ordonué suivant les puissances cvois- 
santcï de A, est donc 

A;{^-«) + AiC'(^-<î) + ...-HA,_,;<«-ii(a.-a). 

Les résidus de la fonction F(;(), relatifs ans divers pôles de 
/{u), s'obtiendront de la même façon; mais cette fonction F{u) 
admet encore comme pôles les pôles de ^{x — u). Dans le paral- 
lélogramme des périodes, ces pôles se réduisent à un seul, à savoir 
le point congruent à a; ; ce pôle, pour la fonction ^{x — u), est 
simple et son résidu est — i ; le résidu correspondant de la fonc- 
tion /(u) iC(a; —«) sera donc —f{x). 

Ainsi, la somme des résidus de la fonction F(h), à l'intérieur 
du parallélogramme des périodes, est égale à 

où les pôles distincts, à l'intérieur du parallélogramme des pé- 
riodes, sont désignés par a, , «i, . . ., a/, . . . , fli;, où a; désigne 
l'ordre de multiplicité du pôle «,-, où enlin AI'', A',''', . . ., A|;;.Li 
désignent des constantes qui dépendent, comme on l'a expliqué, 
du développement de la fonction /(a,- -J- h), suivant les puissances 
ascendantes de h. 

Cette somme ne dépend pas de x; en la désignant par G, et en 
remettant enfin u à la place de a;, on voit que toute fonction dou- 
blement périodique /{«) peut être mise sous la forme 

C'est la formule annoncée. Réciproquement, une expression telle 
que le second membre, lorsqu'on j remplace u par « + 2 w, , ou 
parw + awj, se reproduit augmentée du produit de 27||, ou de 
2 'fia, par la somme des résidus A"' + A'^'-!-...+ A^ relatifs aux 
pôles du parallélogramme. Elle sera donc une fonction double- 
ment périodique si la somme des résidus est nulle. Nous savions 
déjà que cette condition est nécessaire. 

359. Nous ferons, sur cette formule, quelques observations. 
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On a supposé, pour l'établir, que les pôles de la fonclion dou- 
bleraenl périodique /(«) étaient situés à l'intérieur d'un même 
parallélogramme des périodes; mais il est clair que si, dans le se- 
cond membre, on substitue aux nombres ai des nombres qui leur 
soient respectivement congrus, modulis ubi^, awjjOnaUérera tout 
au plus la consl.ante C; d'ailleurs (n° 78), aux environs de deux 
pôles congruents ai, a) les développements de la fonction /(«) 
suivant les puissances ascendantes de m — ai, u — a'i sont iden- 
tiques; on pourra donc appliquer la formule de décomposition à 
un système quelconque de pôles de f{u), pourvu que ce système 
comporte un représentant et un seul de chaque pôle de/(«); on 
obtiendra la même forme avec les mêmes coefficients; la con- 
stante C pourra seule être cbangée. 

Il est d'ailleurs bien aisé de voir que, sauf la substitution insi- 
gnifiante qui consiste à remplacer quelques pôles par des points 
congruents et à ciianger alors la constante additive, la décompo- 
sition d'une fonclion doublement périodique en éléments simples 
ne peut se faire que d'une façon. S'il y avait, en effet, deux telles 
décompositions, la différence entre les deux expressions compor- 
terait quelque pôle. 

Les propriétés de la fonction Ç«, qui sont intervenues dans la 
démonstration, sont les suivantes : cette fonction se reproduit à 
des constantes additives près, quand on ajoute les périodes à l'ar- 
gument; elle n'a qu'un pôle simple dans le parallélogramme des 
périodes; ce pôle est congru à zéro, modulis 2W(, 2(Uj; le résidu 
correspondant est un. Les deux premières propriétés sont les 
plus essentielles ; le lecteur apercevra de lui-même les légères mo- 
difications qu'il y a lieu de faire subir à la formule quand on sub- 
stitue à la fonclion Ç(«) une autre fonction qui possède seule- 
ment les deux premières propriétés. 

Lorsqu'une fonction doublement périodique sera décomposée 
en éléments simples, on pourra l'intégrer ; les termes en Ç'(« — a), 
^"{u — a), ... s'intègrent immédiatement; quant à ^{u — a), 
c'est la dérivée de logiï(H — a). 

360. Une fonction doublement périodique est dite dvi «'«'"« 
ordre lorsqu'elle a, dans le parallélogramme des périodes, 
n pôles {ou it zéros). Chaque pôle (ou chaque zéro) doit être 
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coinpLé autanl de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de mul- 
tiplicÎLé. 

Il n'y a pas de fonction doublement j*ériodiquc du pi-emiev 
ordre. 

La formule de décomposition en éléments simples met en évi- 
dence l'existence de fonctions doublement périodiques de tous 
les ordres, à partir du second. 

Les fonctions du second ordre appartiennent à deux types dis- 
tincts suivant que leurs deux pôles sont simples, ou qu'elles 
n'ont qu'un seul pôle double. 

Dans le premier cas, les résidus relatifs aux deux pôles at, «2 
seront égaux et de signes contraires ; la fonction sera de !a forme 
4- A[i^(i( — «1) — \{u — «2)]. Si6| est un zéro de cette fonc- 
tion, l'autre zéro sera congru {modulis 2(0,, aw^) à ai+ a^ — ôi. 

Dans ie second cas, le résidu de la fonction relatif au pôle unique 
a sera nul, et la fonction sera de la forme C -1- Bj>((/ — a). Si b, 
est un zéro de cette fonction, l'autre zéro sera congru à 2a-~ bt- 
C'est à ce dernier type qu'appartiennent les fonctions ?^{w)- 

On voit aussi que 51/(11) désigne une fonction doublement pé- 
riodique du second ordre, d'ailleurs quelconque, toute autre 
fonction doublement périodique du second ordre ayant les mêmes 
pôles pourra être mise sous la forme A + B/(f;), où A, B sont 
des constantes. Il suffira, en effet, de déterminer la constante B 
de manière que la différence entre cette fonction et la fonction 
donnée n'admette plus qu'un pôle simple, et, par conséquent, se 
réduise à une constante. 

On classera de même les fonctions de chaque ordre. 



III. — Fonctions doublement périodiques de seconde espèce- 
Décomposition de ces fonctions en éléments simples. 

361. M. Hermite a désigné sous le nom de fonctions double- 
ment périodiques de seconde espèce les fonctions univoques, sans 
autre singularité que des pôles, qui se reproduisent multipliées 
par des constantes quand on augmente l'argument d'une période. 
Par opposition, les fonctions doublement périodiques ordinaires 



y Google 



On lire 


de 


là, m ûé 


signai 


positifs o 


u m 


#(. + , 




Si, en pai 


L-tici 


ilier, on s 


oppo; 


poser 
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sont dites quelquefois de />/'emère espèce. Nous soiis-en tendrons 
souvent les mots : doublement périodiques. 

Si l'on désigne par ^(m) une fonction de seconde espèce, par 
^1, [JL3 des constantes auxquelles on donnera le nom de multipli- 
cateurs, on devra avoir 

.f(« + 2W,)= ]^JW, #(« + ï<0,)=il3^((0. 

I, 7)3 des entiers quelconques, 






si, enfin, on désigne par ia^ l'inverse d<i produit [T., ;j.:i, on aura 

Il est parfois commode de dire aussi de jj-î qu'il est un. multi- 
plicateur de la fonction ^(u). 

11 est clair que, si C désigne une constante quelconque, 
#(«-+-C) désignera une fonction de seconde espèce, ayant les 
mêmes multiplicateurs ij-i, iJij que^((t);^{ — u), i{C — u) seront 
des fonctions de seconde espèce, avec les multiplicateurs -~, ^. 

362. Le produit ou le quotient de deux fonctions de seconde 
espèce est aussi une fonction de seconde espèce; les multiplica- 
teurs de la nouvelle fonction sont les produits ou les quotients 
des multiplicateurs correspondants des premières. 

Une fonction exponentielle de la forme e''"'^"', où c et c' sont 
des constantes, est une fonction de seconde espèce, dont les mul- 
tiplicateurs sont e^""*!, e-"""". Si l'on se donne une fonction de se- 
conde espèce ^{u) dont les multiplicateurs soient [i, et \i.3, en la 
multipliant par g""'''''', on lui fera acquérir les multiplicateurs 

Le premier multiplicateur sera égal à l'unité, si l'on détermine 6' 
par la condition :2Cto,= ^- logjj,,, et cela, quelle que soit la dé- 
termination du logarithme. 
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Nous dirons d'une fonction de seconde espèce qu'elle est ré- 
duite si son niiilliplicaleur relatif à la période 2.1a, est égal à l'u- 
nité. On peut toujours réduire une fonction de seconde espèce 
en la multipliant par une exponentielle convenable. S'il arrivait 
que, pour l'une des déterminations des logarithmes, on eût 

logf^i _ '0gf3 

il est clair qu'en multipliant la fonction ^(u) par e™, où — c dé- 
signe la valeur commune des deux rapports précédents, on obtien- 
drait une fonction de première espèce /(«); inversement, ^(w) 
s'obtiendrait en multipliant /(«) par e""", et ce cas ne nous four- 
nirait rien d'essentiellement nouveau ; nous pourrons donc l'écar- 
ter dès que nous le voudrons. 

Il est à peine utile de faire remarquer que tout point congruent 
à un pôle ou à un zéro d'une fonction de seconde espèce est lui- 
même un pôle, ou un zéro, du même ordre de multiplicité. 

363. La dérivée logarithmique d'une fonction de seconde es- 
pèce#(w) est évidemment une fonction de première espèce/(«), 
dont les pôles sont les zéros et les pôles de la fonction 0(u); 
le résidu de chaque pôle de /(«) est l'ordre de multiplicité du 
zéro ou du pôle correspondant de ^(w), cet ordre étant affecté du 
signe + s'il s'agit d'un zéro, du signe — s'il s'agit d'un pôle : 
donc, puisque pour une fonction de première espèce la somme 
des résidus doit être nulle pour les pôles qui appartiennent à un 
même parallélogramme, on voit que, pour «ne fonction de se- 
conde espèce, dans le parallélogramme des périodes, le nombre 
des pôles doit être égal au nombre des zéros, chaque pôle ou 
chaque zéro étant compté autant de fois qu'il y a d'unités dans son 
ordre de multiplicité. 

36-4. La fonction 

où G, c et ((( sont des constantes quelconques, n'admet qu'un 
pôle dans le parallélogramme des périodes, à savoir le point con- 
gruent à zéro; c'est une fonction de seconde espèce, dont les 
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multiplicateurs soiil respectivement 



aÎDsi qu'il résulte des formules (XX!!,). Ces multiplicateurs peu- 
vent être identifiés k deux nombres quelconques [ti, [i^, en sup- 
posant 



d'où l'on lire 



I = — ■ Les déterminations d 



logarithmes peuvent d'ailleurs être choisies arbitrairement. 

On observera que «o n'est congru à zéro, modulis aw,, awa, 
que si, pour une délerminjitîon convenable des logarithmes, on a 



Dans ee cas, la fonction iI!i(m) se réduit à une esponenilelie de la 
forme 6"^"+"'. S'il n'en est pas ainsi, la fonction it'o(M) admet pour 
zéro le point — iig et tous les points congruenls ; elle admet pour 
pôles simples les points congruents à zéro. 

365. Si l'on suppose que pL,, [A3 soient les multiplicateurs 
d'une fonction donnée de seconde espèce, ^(h); si l'on détermine, 
comme on vient de l'expliquer, les constantes c et «„ de manière 
à former la fonction 'iJ!i(((), les fonctions 

ié$y ^('')M-"h =f(u)iii-(c„-«), 

où Co désigne une constante, seront des fonctions de première es- 
pèce, en sorte que l'introduction de la fonction i)'o(m) ramène 
l'étude des fonctions de seconde espèce à celle des fonctions de 
première espèce. 

Nous allons d'abord déduire de là la proposition suivante, qui 
est l'analogue du théorème de LiouviUe pour les fonctions dou- 
blement périodiques ordinaires : 
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En dehors de la fonction exponentielle e""'^'', il n'existe pas 
de fonction transcendante entière qui soit doublement pério- 
dique de seconde espèce. 

Si, en effet, 0[u) est une foncûon Iraosceiidanle entière, la 
fonction doublement périodique ordinaire #{«)t)S,( — u) oe peut 
avoir dans le parallélogramme des périodes qu'un pâle unique et 
simple, à savoir le pôle de 'il!)( — u); elle se réduit donc à une 
constante O différente de zéro. Si Uq n'était pas congru à zéro, 
pour Hii^«|, la fonction il!. ( — u) serait nulle et le produit 
'>I!j( — u)^{u) ne pourrait être égal àC, puisque la quantité ^(«o) 
est finie. Il faut donc supposer que «e soitcongru à o; c'est le cas 
où la fonction i)b(i() se réduit à une exponentielle de la forme 
e=''+'^; 11 en est de même de la fonction ^[u). 

366. On voit aussi que, quelle que soit la fonction de seconde 
espèce ${u), si ses multiplicateurs [A), ia^ vérifient, pour une dé- 
termination convenable des logarithmes, la relation 

en d'autres termes, si Ua est congru à zéro, modulis atoj, 3Wj, 
la fonction É{it) sera le produit d'une fonction doublement pé- 
riodique ordinaire /(") par une exponentielle de la forme e'"'+'^, 
puisque le rapport 

■«!.(«) 

est une fonction doublement périodique ordinaire, et que i!ïi{(() 
se réduit à une exponentielle ; c'est d'ailleurs ce que nous savions 
déjà (n" 362). Désormais nous écarterons ce cas. 

Supposons donc dug différent de zéro, nous poserons 







X(«) ^<" + «"^ 


et] 


l'on aura 






-i=(«-h2 


w„) = esic<o„+«,v A,( 



La fonction X[u) admet le point o pour pôle, et le résidu cor- 
respondant est I . On reconnaît aisément qu'il n'existe pas d'autre 
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fonction de seconde espèce aux miiUiplicaleurs |A| et ^3, admet- 
tant pour pôle simple le point zéro et les points congriients, n'en 
admettant pas d'autres, et telle enfin que le résidu relatif au 
pôle o soit égal à i. En effet, le rapport d'nne telle fonction 
à iA)(fi) serait nécessairement une constante, puisque ce sérail 
une fonction doublement périodique ordinaire sans pôle, et l'on 
voit que celte constante doit être égale à i, à cause de l'iijpo- 
thèsc relative aux résidus. 

367. Si, maintenant, S{u) est une fonction de seconde espèce, 
aux multiplicateurs u,,, fj.^, et si l'on désigne par x une constante 
quelconque, la fonction ${u)X{x — u) sera une fonction de pre- 
mière espèce; la somme de ses résidus à l'intérieur du parallélo- 
gramme des périodes sera niille. En calculant cette somme, exac- 
tement comme on l'a fait pour la fonction /{ h) î^(^ — u), on ar- 
rivera à cette conclusion que la fonction ^{u) peut se mettre sous 
la forme 

OÙ «1, «î, . .., c(v désignent les pôles distincts de la fonction §{u) 
situés à rinlérieordu parallélogramme des périodes, où le nombre 
entier positif a; est l'ordre de multiplicité du pôle ai, où J*o'((i — ai), 
^/{u — ai), ..., X'"i"""(w ^ n,') désignent les dérivées par rap- 
port à « de la fonction ^{u — «(■) jusqu'à l'ordre a^^ i, où enfin 
A''', A|'\ . .., Aa^_i désignent les constantes définies par le déve- 
loppement 

relatif aux environs du pôle «;■; dans ce développement, qui pro- 
cède suivant les puissances ascendantes de h, Ï(A) désigne une 
série entière en h; D-^, ■ ■■ , D'"r"- désignent les dérivées siic- 
■cessives, par rapport k h,de j jusqu'à l'ordre a; — i . 

La fonction îf(u) est ainsi décomposée en éléments simples. 

Réciproquement, une expression telle que le second membre 
de l'équalion (a), lorsqu'on j remplace u par u + :î(pJ|, u-{- ^-(03, 
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se reproduit multipliée par pi), y.3, puisqu'il en est ainsi de la 
fonction X(u) et de ses dérivées par rapport à u. Ce second 
membre représente donc une fonciion de seconde espèce dont les 
multiplicateurs sont ceux de la fonction =il^(«). 

368. Celle formule suggère des observations toutes paieiUes à 
celles qui ont été faites au n" 369. 

D'abord, si l'on substitue au p61e ai un point congruent 



que, dans la formule (o), les nombres Â''', A',", . . . , Aâ'.'-i devront 
être multipliés par [*"' ^i."' ; mais, d'un autre côté, l'égalité 

montre de suite que, dans le voisinage du pôle «; , les coefficients 
du développemenl de i»(«), suivÈfol les puissances de u~a\, 
s'obtiennent en mnltiplianl par |jij' jjl"' les eoefficienls du dévelop- 
pemeot de S{u) suivant les puissances de u — «,-, dans le voisi- 
nage du pôle a,. Par conséquent, on pourra appliquer la for- 
mule (a) et la règle pour déterminer les coefficients en prenant 
pour les points ai, tr-s, ..-, a^ un système quelconque de pôles de 
la fonction É{u), pourvu que ce système contienne un représen- 
tant et un seul de chaque pôle. On voit aussi que, sauf la modi- 
fication que nous venons d'indiquer, la décomposition en élé- 
ments simptesnepeut s'effectuer que d'une seule façon. On recon- 
naît enfin que les propriétés esscDlielles de la fonction JI.{h), qui 
servent dans cette décomposition, consistent à admettre les mul- 
tiplicateurs [J.), p.3 et à n'avoir, dans le parallélogramme des pé- 
riodes, qu'un pôle simple. L'hypothèse que ce pôle est le point 
zéro et que le résidu correspondant est 1 ne sert qu'à simplifier 
la formule. 

369- Quand les multiplicateurs [jli, u-a d'une fonction de seconde 
espèce i{u) sont donnés, il y a une relation entre les zéros et les 
pôles. En effet, puisque la fonction ^{u) X( — u) est de première 
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espèce, dans le parallélogramme des périodes, la somme de ses pôles, 
diminuée de la somme de ses zéros, est congrue à o, inoduUs 2 W) , 
awj. Cbaque pôle et chaque zéro doivent figurer dans chacune des 
sommes autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multi- 
plicité. Comme le pôle de X(— u) est congru à o, et son zéro 
à u„, on voit que la somme des pôles de la fonction $[ u) diminuée 
de la somme de ses zéros doit être congrue à Ko ; en d'autres termes, 
en désignant un pôle quelconque par a, un zéro quelconque par b, 
par Sa, Sfe les sommes des pôles et des zéros contenus dans un 
parallélogramme, chaque pôle et chaque zéro figurant dans la 
somme antani de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de muUl- 
plicitc, on a 

S« — S6 = -r- ((ujlogiii^ (I)] log(J:s) (modd. tui], atuj). 

Ce théorème, qui est l'analogue de celui du n° 3oS pour les fonc- 
tions de première espèce, subsiste si l'on a un ^ o. On le retrou- 
verait, ainsi que le théorème sur l'égalité des nombres de pôles 
et de zéros, en appliquant l'égalité fondamentale du n" 352 aux 
fonctions » j i j— -^ — ; c'est un calcul que nous aurons l'occa- 
sion de développer bientôt dans un cas plus général. 

370. Le nombre des zéros d'une fonction de seconde espèce 
étant égal au nombre de ses pôles, on peut classer les fonctions 
de seconde espèce, comme celles de première, d'après le nombre 
de leurs pôles. Une fonction de seconde espèce qui a H pôles ou 
n zéros est dite du «'^'"^ ordre. La formule de décomposition en 
éléments simples met en évidence l'existence de fonctions de se- 
conde espèce de tous les ordres. A (h) est une fonction de seconde 
espèce, du premier ordre. 

371. Cette fonction =-1.(h) joue un rôle considérable dans la 
théorie des fonctions doublement périodiques. Signalons quelques 
cas particuliers. 

Si la fonction ^^(m) est réduite, elle jouera le rôle d'élément 
simple pour les fonctions réduites; on a alors, puisqu'on peut 
supposer logp., =^ o, 
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la fonction X{u) si présentera donc sons la foi 
on encore, en posanL 



;ons la forme 






372. Considérons encore le cas où les muUiplicaleurs ja, , ^^ 
d'une fonction de seconde espèce seraient des racines n ""'' de 
l'unité, en aorte (jue la puissance n''°"' de cette fonction serait une 
fonction doublement périodique ordinaire. Soient, par exemple, 
en désignant par/», g des nointres entiers non divisibles tous les 



nous désignerons, dans ce cas, l'élément simple par A,p^,i{u) ; on 
trouvera sans peine 



.(.^ 


J.p<, 


■ f-i- 


3^0 


H\ 




» 




) 


rf«- 


(2p^ 


,+ ■ 


ï_5_to 


i\ 



il sera lui-même la n''""' racine d'une fonction doublement pério- 
dique ordinaire. 

Dans !e cas où «= a, on peut prendre, pour le système de 
nombres entiers (/>,§), les trois systèmes {o, i), (i,o), (i,i)i 
et l'on retombe ainsi sur les fonctions Çao(ï')i qwi sont, en effet, 
i-elativement aux périodes aw, , aw^, doublement périodiques de 
seconde espèce, avec les multiplicateurs ±: i . Les fonctions ^'^^^^{h) 
sont donc, comme le remarque M. Kiepert, qui a montre leur rôle 
dans la théorie de la multiplication et de la transformation, la gé- 
néralisation immédiate des fonctions ^au(«). 

373. Les propriétés suivantes de ces fonctions résultent immé- 
diatement de leur définition, des propriétés élémentaires de la 
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fonction du ei de la formule (VÏI|) : 

Xp+„.,(B) =Ap,,(w), 

X,,,g(-u) ^X-p,-^{u), 

CeLLc dernière cgalité suppose que n est un nombre impair. 

374. Désignons enfin par X{u, Mo) ce que devient la fonction 
. générale X{u) quand on y remplace la constante c par ^{iia); 
posons, en d'autres termes, 

..,, ,_ o'C. + <.. )._,.,„. 



On observera que la dérivée logarithmique de X(u, Ut,) est 
'aie (VU,) à - - — ■ - ■ ■ " ; on en conclut aisément que la fonc- 
DU X(^u, Ho) vérifie l'équation différentielle linéaire 



La fonction X{u, Uq), considérée comme une /onction de «o . 
mérite de fixer un instant l'attention. Il suffit de se reporter aux 
égalités (XII) pour voir qu'elle jouit de la propriété qu'exprime 
l'égalité 

Jlfl(«, «o+aWï) = JU(u, Ko) (a = 1,3, 3). 

Elle devrait donc être regardée comme doublement périodique, 
si nous n'avions pas exclu les fonctions, même univoques, qui ad- 
mettent des points singuliers essentiels; tel est évidemment le cas 
de la fonction X(«, «o) q^ij puisque X,u^ figure en exposant, ad- 
met comme points singuliers essentiels tous les pôles de Çwo- Oq 
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observera que, dans le parallélogramme des périodes, la foncLÎon 

X{«, Mo), regardée comme une fonction de Uq, n'adœeL qu'un 

zéro, congru à — it, et un pôle congru à o [modulis 2 w,, auj). 

On reconnaît de suite, à cause de l'égalité (VU,), que l'on a 



IV- — Fonctions doublement périodiques de troisième espèce. 

375. En faisant un pas de plus dans la voie que nous venons 
de suivre, nous sommes amenés à étudier les fonctions que M. Her- 
mite a désignées sous le nom de /onctions doublement pério- 
diques de troisième espèce; c'est à ce type qu'appartiennent les 
fonctions rf«, rfaif, ^(")- Les fonctions de troisième espèce sont 
définies, en général, comme étant univoques, comme n'admettant 
aucune autre singularité à distance finie que des pôles, et enfin 
comme satisfaisant aux équations fonctionnelles 

M, , N, , Ma, N3 étant des constantes. Ici encore, il est clair que les 
pôles elles zéros de !a fonction ^(u) devront se reproduire pé- 
riodiquement. 

376- Les constantes M,, N,, M3, N3 ne peuvent être choisies 
arbitrairement; en effet ('), les équations précédentes entraînent 
celles-ci : 

et ces dernières exigent que l'on ait 

en désignant par h un entier positif, nul ou négatif. 

Dans l'expression de T(h -t- aw, -h atoa), remplaçons u par 
M + 2W2 et résolvons par rapport à W(u -{- ^(ii^) ; en tenant 

(') C'est le même raisonnement qu'au n» 92- 
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compte d<! la relation w, + «s + wa = o, nous aurons 
d'oii l'on conclut qu'on peut écrire 
eu déûnissaDl M^ el. fia par les égalités 

ilj-!- JLî-l- JI3 — o, 

N, + Ni + Na — MiU'i — Mioij — Jlatua = ('ift'+ h]-i. 

La seconde égalité, où h' désigne un entier quelconque, résulte 
aisément de ce que l'on a 

— 2(Mi-I-M3) Wj aMglO, — (MitO|-l-lI;W2-t-M3U>3) = Hi (U,, — M3OJ1 . 

Ainsi, les six constantes M,, Mj , M3 , N,, N^, Nj satisfaisant aux 
relations précédentes, on pourra remplacer les deux équations 
fonctionnelles qui déiînissenl la fonction W (h) par les trois équa- 
tions 

Nous conservons aux quantités e""""^"» le nom de multiplica- 
teurs, déjà emploj'é pour les fonctions de seconde espèce. 

377. Le produit ou le quotient de deux fonctions de troisième 
espèce est aussi une fonction de troisième espèce; les multiplica- 
teurs de la fonction ainsi engendrée sont les produits ou les quo- 
tients des multiplicateurs correspondants des fonctions primi- 
tives. Lorsque le premier multiplicalenr è*^"-*-^' est égal à i, la 
fonction est dite i-éduite. 

Une exponentielle de la forme e*"''^^"'^*', où A, u, C sont des 
constantes, est une fonction de troisième espèce ; on peut disposer 
de A, B de façon que le multiplicateur de cette fonction relatif à la 
période 2w, soit précisément e"'"^"' , M, el N, étant donnés. Dès 
lors, étant donnée une fonction de troisième espèce, on peut la 
réduire, en la multipliant par une exponentielle de la forme pré- 
cédente. Inversement, toute fonction de troisième espèce peut se 
déduire d'une fonction réduite, par le même procédé. 
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378, Dans nue fonclion rédiiiLe de l.roisième espèce, on peut 
supposer nuls M, et N) ; M^ se déduil. alors de k relaliou 

et la fonction doit vérifier les équalions fonctionnelles 

Observons que la constante Nj n'a pas grand intérêt; ai, en ef- 
fet, dans les équations précédentes, on change u en u + C, en dé- 
signant par C une constante quelconque, puis que l'on désigne 
par^i [il) la fonction W {u -\- C), on voit que la fonction "-Fi (") 
vérifie les équations 

ce sont les mêmes équations que vérifie W(i(), si ce n'est que N^ 

est diminué de ; d'ailleurs, connaissant la fonction 'ï'i(h), 

on connaîtra la fonction ^^{it) = W,(;; — G). On peut donc sujû- 
poser qne Na ait telle valeur que l'on voudra, par exemple la va- 
leur o, ou la valeur -■ Dans ce dernier cas, les équations 

fonciionnelles qui déterminent la fonction W(i[) prennent la forme 



Ainsi la recherche des fonctions de troisième espèce se ramène 
à celle de !a solution la plus générale de ces équations fonction- 
nelles. 

379. Avant d'aborder celte recherche, nous allons étabhr, pour 
les fonctions de troisième espèce ^(«), à multiplicateurs quel- 
conques, deux relations concernant l'nné la différence entre le 
nombre des zéros et celui des pôles, l'autre la différence entre la 
somme des zéros et celle des pôles, analogues à celles qui con- 
cernent les fonctions de première et de seconde espèce. 

Appliquons d'abord l'égalité fondamentale du n° 352 à la fonc- 



F(«) = 



"^ju) 
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Puisque la fonction ^(w) n'admet pas d'autre singulanlé à dis- 
Lance finie que des pôles, le nombre de pôles ou de zéros de cette 
fonction contenus dans le parallélogramme des périodes sera né- 
cessairement fini. Désignons par a,, a^, . . ., a^ d'une part, par 
l?i, b^, . . -, bp d'autre part, les pôles et les zéros contenus à l'in- 
térieur du parallélogramme autour duquel on effectue l'intégra- 
tion, chaque pôle ou chaque zéro étant répété exactement autant 
de fois qu'il j a d'unités dans son ordre de multiplicité ; la somme 
des résidus de la fonction F(h), à l'intérieur du parallélogramme, 
sera p — v. 

Le calcul du premier membre de l'égalité fondamentale pour 
F(«) = ^^ est immédiat; on trouve 2(M,<û, - Mj w,). On a 
donc 

en sorte que le nombre entier que nous avons désigné plus haut 
par h n'est autre que l'excès du nombre de zéros sur le nombre 
de pôles. 

380. Appliquons le même théorème à la fonction 



F(«) = a 



W{u)' 



e des résidus à l'intérieur du parallélogramme sera la dif- 
férence d entre les sommes 61+6, + ...+ hp et ai + fl^ +-.-H- «v 
des zéros et des pôles. 

On trouve d'ailleurs immédiatement 






(MO-'-*«>3+2(0, 


')"■ "-w»:-:-.-) 


'(«.^ 


2:«,0-F(«oH- 


3!U|-H2(U30 


= - 


(wo-i-awi-l-aua 


')«. ".rîr:r;j 



i l'on observe que les intégrales 
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soat respectivement des déterminations des quantités 

c'est-à-dire qu'elles sont respecùvemenl égales à 

M,Mi,+ N, + aft,T;i M.^»„-i-N,-J.-grai-7it 

en désignant par ",, n^ des nombres entiers, on obtient 

-.^.r-(...+...-^,».)M.-,», "--^''-+"-" U.d,i. 

L ^wj J 

En tenant compte de hi relation W3M, — (o,M3= kr^i, on en dé- 
duit 

ri = , H — ! — ^_-i-__ _2;iQ,j + -i(rt3(0|— jfjojj). 

Dans le cas d'nne fonction réduite, M, et N| sont nuls et l'on a 
donc, puisque h est égal a —> la congruenee 

d^ "^_/,(0, (m0dd.5(û,,2(,)3). 

381 . Abordons maintenant la recherche du type le plus général 
des fonctions de troisième espèce. 

Si la fonction de troisième espèce est transcendante entière, 
h désigne, d'après ce que nous venons de voir, le nombre de 
zéros contenus dans le parallélogramme des périodes : c'est un 
nombre entier positif. Quant à d, c'est !a somme des zéros. Si 
l'on suppose la fonclion réduite, les équations fonctionnelles 
prennent la forme { ' ) 

dont on a, comme on l'a démontré an n" STi, la solution la plus 



{') Cette forme même montre qu'on ne peut supposer h nul, puisque alors la 
fonction serait de seconde espèce et se réduirait donc à une exponentielle e"'*''. 
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ffénérale, savoir 

Noits rappelons que la fonction ^{u) comporte h constantes 
arbitraires Ao, A,, ..,,A/,_, qui y figurent linéairement, et que 
l'on a 

en supposant 

OÙ v, suivant notre habitude, est mis à la place de 

En résumé, si l'on se donne les deux périodes 2W|, 2(1)3, et le 
nombre h de zéros dans le parallélogramme des périodes, la fonc- 
tion transcendante entière la plus générale qui soit une fonction 
réduite de troisième espèce sera la fonction $(f( + C), qui com- 
porte les /t 4- I constantes Ao, Ai, ..., A^,,, C; la dernière est liée 
à la somme d des zéros par [a congruence 

d=h{>ai- V.) (mocld.2W|,2W3), 

qui se déduit immédialement de celle que l'on a obtenue à la fin 

dun" 380, en remarquant que Cest égal à — w^ ^^' 

Enfin, on obtiendra la fonction transcendante entière la plus 
générale en multipliant *(«-t-C) par une exponentielle de la 
forme e'*"'+''", où A et B sont des constantes arbitraires; il est 
inutile de prendre cette exponentielle sous la forme e*"'*""-'-'^'^ 
puisque le facteur e*^' ne ferait que modifier les constantes arbi- 
traires Ad, A,, .,., Aa_i qui figurent dans ^{u-\-C). 

On observera que le théorème de Liouville n'a pas ici son ana- 
logue puisque, comme on vient de le voir, il existe des fondions 
de troisième espèce, autres que l'exponentielle 6*"""^""""^*^, qui sont 
transcendantes entières. 

382. Le lecteur n'a pas manqué de remarquer les propriétés 
importantes de la fonction *(m) que nous avons obtenues en pas- 
sant. C'est une fonction de troisième espèce dont les multîpUea- 
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Leurs correspondant aux périodes atiJ,, sco, sont respeclivemenl 



celle propriélé n'est autre chose que la définition même de la fonc- 
tion transcendante entière 4'(«); mais nous venons d'apprendre 
en outre que, dans le parallélogramme des périodes, elle a exac- 
tement h zéros el que la somme de ces zéros est congrue modulis 
sw,, 2(03 à A{w, -+- W3) 0(1, si l'on veut, à Ato^. 

De la première de ces deux propriétés on déduit que la fonc- 
tion 2I3 ne peut admettre plus d'un zéro dans le parallélogramme 
des périodes, puisq\\e la fonction *(«), pour h=^\^ se réduit i\ 
Sa) T j- Ce théorème étant le seul pour la démonstration du- 
quel nous nous sommes appuyés sur la décomposition des fonc- 
tions 3 en facteurs, le lecteur a maintenant tous les éléments né- 
cessaires à rétablissement d'une théorie des fonctions 3 fondée 
uniquement sur les développements en séries trigonomélriques 
(n° 160) qui lesdéfinissentet sur le théorème (n" 274) de M. Her- 
mite. 

De la seconde de ces propriétés, il résulte que si l'on se donne 
tous les zéros, sauf un, de la fonction ^{u), ce dernier zéro est 
déterminé. 

D'ailleurs, on peut construire une fonction ^(u) admettant 
h — izéros6|,&2, . .. , bfi_,, et cette fonction est déterminée i 
un facteur constant près. En effet, les A constantes Ao, A, , ..., A./,_, 
qui figurent linéairement dans *(w) seront liées par A — i équa- 
tions qui, dans le cas où tous les zéros sont distincts, seront 

et qui, dans tous les cas, resteront linéaires en A„, A,, .. ., ^h-^t- 
Ces équations admettent toujours une solution dans laquelle toutes 
les inconnues ne sont pas nulles et déterminent les rapports mu- 
tuels des constantes A^, A|, ..., Aa_i. On ne peut, en effet, se 
trouver dans le cas d'exception de la théorie des équations li- 
néaires, car, si l'on obtenait deux fonctions distinctes ^(u), 
*) (w) admettant les k — 1 zéros donnés, le rapport de ces deux 
fonctions serait visiblement une fonction de première espèce qui 
n'aurait point de pôle : ce serait donc une constante. 
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On voit aussi qu'il existe des fondions transcendauLes eniières 
de troisième espèce, qui admettent, dans le parallélogramme des 
périodes, h zéros donnes i|, ft^, . . ., 6a- Une LcUe fonction, si elle 
est réduite, sera de la forme $(h + C), G étant une constante qui 
satisfasse à la congruence 

/iC s= /io)î — d (modtl. 2 Wj, awa), 

en désignant par d la somme des zéros du parallélogramme. On 
choisira pour G l'nne des solutions de cette congruence, et l'on 
déterminera, à un facteur constant près, comme précédemment, 
les h constantes qui entrent linéairement dans $(i(-t-C) de 
façon que cette fonction s'annule pour h — \ des zéros donnés, 
par exemple, pour b\, b<,, . . ., bh-\ ; la fonction ^{u], qui a h 
zéros dans le parallélogramme, s'annide poiir 6, + C, i^ + G, . . . , 
èA_i + G ; en désignant par 6^ -)- G son h'"'"''- zéro, on devra 
avoir 

/,, -nC + ôi-i- C-h...+ &/,^ ^C-h6;, ^C = /iW2 
on 

d'où l'on conclut 

h)i — /)/, = r> tmodd. acui, 2U3). 

On obtiendrait, d'ailleurs, diverses solutions avec des multipli- 
cateurs différents, en prenant pour G les diverses snltitions de la 
congruence. 

383. iVous ferons encore sur les fonctions *(») la remarque 
suivante, qui va nous être utile tout à l'heure. Si l'on y pose 



es fonctions ^^(h), (r= o, [, . . . A — i) prennent k forme 

îur laquelle la propriété fondamentale (LV2) apparaît immédiate- 
ment; car, lorsque l'on remplace «par u+ aw,, x ne change pas, 
non plus que la somme de la série, et quand on remplace u par 
H + 2Wn, X est remplacé par q'^x^ en sorte que la série se repro- 
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384- Il est aisé de former uae iafinité de séries, consiituocs 
d'une façon analogue aux précédentes el, en parlicnlier, à la pins 
simple de toules 

qui jouissent de la même propriété, mais qui ne représentent 
pins des fonctions entières. C'est un point très particulier des 
belles reclierclies de M. Appell sur les fonctions de troisième es- 
pèce ('), que nous allons exposer en disant quelques mots d'une 
de ces fonctious, appelée à jouer le rôle d'élément simple. 

La recherche des fonctions de troisième espèce les plus géné- 
rales peut être ramenée, comme on l'a vu au n" 378, à la recherche 
des fonctions réduites qui satisfont aux équations fonctionnelles 

et nous avons montré au n" 379 qiic h désigne l'excès du nombre 
de zéros sur le nombre de pôles. On prévoit qu'il y aura dciix cas 
à distinguer suivant le signe de h. 

Supposons d'abord que k soit positif. 

Il est aisé, en supposant toujours x-^e"'^ ,à& former une série 
qui se reproduise multipliée par ^~^x~^ quand on change x en 
q'^x et dont la somme représente une fonction qui n'admette, dans 
le parallélogramme des périodes, qu'un pôle unique et simple, 

congrnent au point donné iv. Telle sera, si l'on pose y = e '"' , 
la série 



raément convergente dans 
iahle u, qui ne contient 



(') Annales de l'École Normale supérieure, 3" série, t, I, H, III. Voir a 
Halphen, Traité des fonctions elliptiques, t. I, p. .'|6S et suivantes. 
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aucun des points u pour lesquels on a g^"x — y := o, c'est-à-dire 
un des points u = w-{- 2»tw, + 2/i<4j3,où m désigne, ainsi que n, 
un entier quelconque. La série garde même ce caractère dans les 
régions qui contiennent quelques-uns de ces points, ponrvu qu'on 
en supprime les termes qui deviennent infinis. 

Si l'on isole le terme qui devient infini pour u = w, savoir 



on voit de suite qne le résidu rclalif au pôle simple iv est ^^ ■ 
Si l'on pose finalement 

on aura une fonction de u qui satisfait ans équations fonction- 
nelles, qui admet comme pôles simples les points congruents à iv, 
et dont le résidu, pour le pôle w, est égal à i . 

385. Nous aurons à envisager cette fonction F(«, w) tant 
comme fonction de u que comme fonction de te, A ce second 
point de vue, il est clair que la l'onction F(u, «■) jouil de la pro- 
priété 

mais, relativement à la seconde période a (u,, elle se comporte d'une 
façon plus compliquée. 

Tout d'abord, écrivons-la sous la forme 

puis changeons iv en w -+- ato^, y en q''y, n en ii -\- i, on auja 
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ictranclions fies deux membres la qnantilé 

la série qui fig^ure dans le second membre deviendra 



y qt-hx'il' i ^, 

Ami-' xq^"^~y 

et, en prenant pour \ la valeur q^y^ de manière que le nnméra- 
tenrde la fraction devienne divisible par le dénominateur, on ob- 
tiendra l'égalité 

».)-,'^'Fc,,»,,g,.;s,.-.... "'"i:::'r;'-" ; 



F(»,» 



en eifectnant la division de (ç-"ic)^+' — r*"'"' par q'^"x—y, on 
aura finalement 



■i«,,^,l'yl-t(u,,v)^.- 



-"^y-'i 



386. La fonction r{ w, w'), envisagée comme une fonction de ;/, 
va nous permettre de construire toiUes les fonctions de troisième 
espèce qui admettent, dans le parallélogramme des périodes, un 
nombre quelconque de pôles et un nombre de zéros égal à ce 
nombre de pôles augmenté de /* unités; elle admet elle-même un 
pôle et /i -H i zéros. 

Observons d'abord que les fonctions de u 



sont toutes des fonctions de troisième espèce, avec les mêmes 
multiplicateurs que la fonction F{ u, vc) ; chacune d'elles n'a dans 
le parallélogramme des périodes qu'un pôle, mais ce pôle est 
double pourri triple, quadruple, ... pour les fonctions sui- 
i-antes. 

Considérons maintenant une fonction W((() de Iroisième espèce. 



! les multiplicateurs i et e "' . Soit 



; ses pôles 
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d'ordre a, en désignant par A une constante clioisie de façon que, 
dans le développement suivant les puissances de s de la fonction 

dans laquelle on a remplacé u par w -|- e, le lerinc en — manque, 
on voit que celte fonction n'admettra plus le pûle w qu'à l'ordre 
a — i; on la ramènera de même à ne plus l'avoir qu'à l'ordre 
a — 2, . . . , puis à ne plus l'avoir du tout : les fonctions succes- 
sives que l'on formera ainsi seront toujours des fonctions de troi- 
sième espèce, avec les mêmes multiplicateurs, et les pôles autres 
que (V ne seront pas modifiés. On enlèvera ainsi successivement 
tous les pôles, et alors il ne restera plus qu'une fonction transcen- 
dante entière de troisième espèce, c'est-à-dire une fonction $(«). 
On conclut de laque, si l'on désigne par ai, a^, ..., «v les pôles 
distincts de la fonc tion ^^(it) dans le parallélogramme des périodes, 
par a,- le degré de multiplicité du pôle ai, on pourra mettre VF (h) 
sous la forme 



.,.2[*^ 



oiil'oi 

place, après avoir fait les opérations, w par ai- Inversement, une 
expression telle que le second membre représentera, quelles que 
soient les constantes A,,, ..,, Aft_, qui figurent dans 4 et les 
autres constantes AJ,", A',", ..., une fonction de troisième espèce, 

avec les multiplicateurs i et e "' , avec les pôles ai, d'ordre 

de multiplicité a,- ((' ^ i, 2, , . . , v), et admettant un nombre de 
zéros égal à A-|-a, + aï-l-.-.-|-av; tel est aussi le nombre de con- 
stantes arbitraires qui y figurent, si l'on regarde les pôles comme 
donnés. 

387. Il n'y a pas lieu de s'arrêter au cas où li est nul puisque 
l'on aurait affaire à une fonction de seconde espèce. 

Supposons maintenant h négatif et soit encore ^{u) une fonc- 
tion de troisième espèce avec les multiplicateurs 
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admeitant, par conséquent, dans le parallélogramme des périodes 
un nombre quelconque de zéros et un nombre de pôles supérieur 
de — A à ce nombre de zéros. 

Formons les fonctions ^{ti), Pi^u,w) qui correspondent au 
nombre — h, c'est-à-dire des fonctions de troisième espèce, aux 

multiplicateurs i, e™' , dont la première est une fonction 

transcendante entière, contenant linéairement — /i constantes 
arbitraires A,,, A, , . . . , A._/i_, , et dont la seconde admet dans le 
parallélogramme des périodes le pôle unique w. Les fonctions 

sont de première espèce, et, pour chacune, la somme des résidus 
est nulle dans le parallélogramme des périodes. 

Soit a un pôle de ^{u), d'ordre de multiplicité a, et soit, en 
posant « = n + e et en désignant par Bi,,B|, . , ., Bh_i des con- 
stantes, par 'ë{e) une série entière en s, 



F(a-Hî, wj^tX») -+-!'"(«) J+... + Fi«-i'(«) ; 
où F'(«), F"(«), .. . désignent ce que devienni 



quand on y remplace u par a. 

Le résidu de la fonction 1' ({()'!'(«), relatif au pôle«, sera donc 

et, la somme de tous les résidus analogues devant être nulle, on 
aura, en désignant par a,, tt^, . ■ ., «v les pôles distincts de *?(«), 
par a; le degré de multiplicité de a,, une égalité de la forme 
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qui équivaut en réalité k ^ h conditions, puisque celte égalité, 
devant avoir lieu quelles que soient les constantes Aq, A,, ..■,A_/,_i 
qui figurent dans *, se décompose en — h autres égalités. 

Appliquons le même théorème à la fonction W{«)F(w, tp) en 
remarquant qu'elle admet, en dehors des pôles de ^(u), le pôle 
u^ziv de F(u, w) avec le résidu Wi^w), et nous aurons 

W(^)-l-2[C'»"F(«;)^B'/tF'(«()-l-...+ Bl;]_jFl«.-i)(a,0] = o, 

d'où, en changeant w en u, 

en sortequela fonction W{i() est décomposée en éléments simples; 

on rappelle que Fl/''(ai, «) désigne ce que devient ^ — - quand 

on y a remplacé u par «,-, puis iv par ;;. 

388. Celte forme de décomposition, obtenue par le même pro- 
cédé que les formules des n"' 358 et 367 relatives aus fonctions 
de première et de seconde espèce, n'est pas to\ilefois de la même 
nature, car c'est le second élément de la fonction F{u, w), qui 
joue le rôle de variable, et la fonction F(m, w) n'est pas double- 
ment périodique de troisième espèce par rapport à cet élément, 
en sorte que la formule trouvée ne met pas en évidence la pério- 
dicité de la fonction W[u); c'est que, en effet, les constantes B^", 
Bj'', ... ne sont pas arbitraires, mais doivent vérifier les — h 
conditions contenues dans l'égalité {f>). Sous le bénéfice de ces 
conditions, la périodicité apparaît, comme le lecteur le recon- 
naîtra sans difficulté, s'il veut bien se reporter au n° 383, où nous 
avons donné l'expression (') de F(i(, w + 20)3), On voit que, 
dans le cas où h est négatif, si l'on se donne les pôles a; de la 
fonction ^{ti), le nombre de constantes arbitraires qui figu- 
rent linéairement dans l'expression de cette fonction est encore 



(■) On n'oubliera pas que h doit 
uous nous plaçons, h est négatif. 
T. et M. — m. 
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li-{- 'j.,-\- sca-H- ..+ a^; c'esl, dans tous les cas, le nombre de zéros 
contenus dans Se parallélogramme, en comptanl chaque zéro an- 
tanl de fois qu'il y a d'unités dans son dogré de multiplicité. 



V. — Autres expressions propres à représenter les fonctions 
doublement périodiques. 

389. Les fonctions doublement périodiques sont susceptibles 
d'être mises sous d'antres formes particulièrement importantes, 
et qui mettent en évidence à la fois les zéros et les pôles. 

Dans ce qui suit, nous supposerons toiijours chaque pôle ou 
chaque zéro répété autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre 
de multiplicité. 

Considérons d'abord une fonction de première ou de seconde 
espèce ; elle a dans le parallélogramme des périodes autant de pôles 
que de zéros; désignons les premiers par a^, a^, . . ., a-,, les se- 
conds par 6i, 62, . . ., 6„; la dérivée logarithmique de cette fonc- 
tion sera iine fonction doublement périodique ordinaire , n'admet- 
tant que des pôles simples; si «,, ai, ..., «vi d'une part, by, 
62, . . . , èv d'autre part, sont distincts, l'ensemble de ces points 
constitue l'ensemble des pôles de la dérivée logarithmique; dans 
les autres cas, cet ensemble est constitué par ceux des points tîi , 
«2, . . ., «V et ceux des points t,, tj, . . . , &„ qui soit distincts; le 
résidu coï'respondant à chacun d'eus est, dans tous les cas, l'ordre 
de multiplicité du zéro ou du pôle de la fonction primitive, affecté 
du sigoe — s'il s'agit d'un pôle; de sorte que l'on a, dans tous 
les cas, pour la dérivée logarithmique décomposée en éléments 
simples, l'expression 

C-Ç{«-i,)+...+ a«-iv)- :(«-«,) -...~r(»-«v), 

où C est une constante. La fonction qui admet cette expression 
pour dérivée logarithmique est 

.„^C' '^(u-b,)^{u-h)...^{u-b.) 



L les zéros et les pôles sont bien r 
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390. Quand on remplace, dans la dernière expression, it par 
u + 2(i)a, elle se reproduit mullipliée par e*'^""-^'''^», en désignant 
par d la différence entre la somme des zéros et la somme des 
pôles. L'expression précédente représentera donc, en général, une 
fonction de seconde espèce dont les multiplicateurs [a, et ^3 se- 
ront donnés par les formules 

aciui — 2cfr,, =logii|, acuij — arfr^ — log^uj, 
d'où l'on lire inversement 

C = —.(il l0g|J.ï — Tli log[I.O. '^" ^ ("'l'cigl^i— Wjlogfli)- 

Ces relations ont été déjà obtenues aux d°' 364 et 369. 

391. Si l'on veut avoir affaire à une fonction doublement pé- 
riodique ordinaire, les quantités log[A|, logiAs doivent êlre des 
multiples entiers de ^ni; en sorte qu'on doit avoir 

c = o(modd. 2Tu,aïij) et rf = o(modd. aui.atua); 

la dernière relation a déjà été démontrée au n° 336. 

Comme le rapport de (ii, à iù^ n'est pas réel, la supposition 
rf= 3n,(i>, -|- 2/I3W3 entraîne les trois égalités 

logfis = 2niTri, logiX| = — inj-ict", c = a("irit -1- "jils), 

en sorte qu'une fonction doublement périodique ordinaire, dont 
les pôles fl,, «2, . . . , a~, et les zéros bi, b^, . , ., b<, vérifient la 
relation 

(6, + ;.,_ + ... H- 6.,) -(«i+a, + ...+ <Yv) = ^«10)1 + ^7i,:o„ 

où n,, 113 sont des nombres entiers, aura pour expression gé- 
nérale 

,^ ^(a-b,)^{u-b,)...^iu-b ..) 
tf(«-^,)^("-«0.--tf("-«v)' 



/(«)^Ae<^".' 



A est une constante qui a été mise à la place de e^'. 

Si les représentants (') des pôles et des zéros ont été, coi 

{') On a vu (n° 359) qu'il ci'éLait pas nécessaire de prendre les pftles < 
zéros dans un même parallélogramme, pourvu, que chaque pùle ou chaque 
soit représenté par un point congrutnt k a^. a„ ..., a., ou 6j, &,, . .., è,. 



y Google 



36 CALCUL INTÉGBAL, 

on peut loujoiirs le faire, choisis de façon c|iie l'or 

è, ^- 6î + . . .+ /iv = "I + rti ^ ■ ■ -+ « 

l'expression de la fonction doublement périodiqn. 



/(«) = A 



f(u-b,)<ilit— b,) . 



~a,)^(u 



-aï) . 



a{u 



h) 



puisque l'oa aura alors n, ^ Ha ^ o. GctLc formule met en évi- 
dence les zéros, les pôles et la double périodicité. 

Toute fonclion rationnelle entière de pu et de p'w est une fonc- 
tion doublement périodique ordinaire n'admettant que le pôle o, 
qui est nécessairement multiple; la somme des zéros d'une telle 
fonction est donc nécessairement congrue à o (niodd, 2<iJi, a (u^) ; 
ce résultat équivaut à une proposition due à Abel. On voit en 
outre qu'une telle fonction peut se mettre sous la forme 






l" > T). 



392. Il y a quelque intérêt à retrouver ces divers résultats et, 
en outre, ceux de même nature qui concernent les fonctions de 
troisième espèce, sans nous appujer sur la décomposition en élé- 
ments simples. Le théorème de Liouville y suffit. 

En désignant par a,, cij, ..., a., les représentants des pôles 
d'une fonction de troisième espèce, et par 6, , ta, . . . , fep les repré- 
sentants de ses zéros, on voit, en se plaçant au point de vue du 
n" 83, que cette fonction doit être de la forme 



'l'(u} = 



<f(u~b,)g{u~-b,). 

cf(«-«,)3'(i'-«!)- 



, ïdï 



zh). 



cela résulte du théorème de M, Weierstrass sur la décomposition 
en facteurs primaires, et de ce que les seuls pôles et les seuls zéros 
de la fonction V(") doivent être respectivement congrus, mo- 
dulis 2o>i, 2(Ua, à a,, a^, . . ., a^ et à 6), b^, . . , , b^; §{u) doit 
être une fonction entière, transcendante ou non. 
Posons, comme nous l'avons déjà fait, 



(6l^*3 + .-.+ Ûp)~(«, 






= h] 
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en remplaçant, dans W(m), it par a+ aw„, et e 
des formules XII2, on trouvera immédiatement 



Si donc on veut que la fonction V ((i) soit une fonction de troi- 
sième espèce, avec les multiplicateurs e""""*""", il faut que l'on ait 

^f„ + au,„) _ ^(„)_H /iT:i + 3Vi„(Au-H Ato„- ^) = Ma-t + N„ H- ïn„i((, 

Ha étant un entier qui ne peut dépendre de m à catise de la conti- 
nuité évidente du premier membre. En prenant les dérivées se- 
condes par rapport à u, on en conclut 

la fonction entière g"{u), étant doublement périodique, se ré- 
duit à une constante; g"(«) est donc de la forme A((^+ B w + G, 
oii A, B, G désignenb des constantes, et l'on devra avoir 

(aAu + B)-2Uia-l-4A' + 9.ïlï(/i((-i-Awa— rf)-i-Aii:i = i\-j,ii -^Na-^-iil^-i, 

et, par conséquent, 

M„=4AWa-i-2A-/ia, 

Na = 4Au.= + 2BuJa+2ï)H(/nua — '■0 + '''^' — ■^"'-1^' 
= «>KMa-t-2Bu)„— a(/î;a-+- hr.i — 2>iy_Tzi, 

393. Il résulte de l'analyse précédente que toute fonction de 
troisième espèce qui admet les pôles a^, a^, ■ • ■ , o-^ cl la zéros 
b,, b2, ■ ■ . , 6p peut être mise sous la forme 

'- ^ tf(«-«,)tfC«-a.)---^("-«v) 

et que, inversement, toute fonction de cette forme est une fonc- 
tion de première, de seconde ou de troisième espèce. 

Considérée comme de troisième espèce elle admet les multipli- 
cateurs e*'"""^'''', les constantes M^, Na étant exprimées au moyen 
de A, B par les formules qui précèdent. On en conclut immédia- 
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temenl les relaliotis 



où k' est un nombre eolier, relations qui sont conformes à celles 
oblenues au n" 376; on retrouve aussi aisément la relation 



puis, eu éliminanl G entre les expressions de N, et rie N,, on ob- 
lient, après quelques réductions immédiates, la congruence 

d^ ^. \}si\t.ia— ii)|H] + cuiNj — i"jN|] — aAoJî, (mod(3.2W],3<U3). 

Inversement, si cetlc relation et la relation M, lOj — M^w, = /î«/ 
sont vérifiées, on pourra déterminer les constantes A., B en fonc- 
tion de Ma, Nh et l'on obtiendra l'expression générale 

, „.N-.,,« j(..-t,w(..-ii.)...«(.-t,) ^ 

5" (il— ai) tf(,W — Hî). ..3'(M — «vî 

dont ou s'est donné les pôles, les zéros el les multiplicateurs 

Le cas des fonctions de deuxième et de première espèce est 
contenu dans ee qui précède. Pour les fonctions de seconde es- 
pèce, on a M, = o, Ma = o, et, par suite, 



'■ — : — ^-^ ^ — . (tU] iog|i,3 — u)jlog|i|) (modd. auii, 3U)ï), 

ar [j,( et JJ.3 les multiplLcalcurs. Pour les fonctions 
de première espèce, on a 

p ~ V, d-^0, (raoïld. 2uj, iiiii). 

En résumé, l'analyse précédente montre, d'une part, qu'il 
existe des fonctions doublement périodiques de première, de se- 
conde et de troisième espèce, et elle donne, d'antre part, le type 
le plus général de chacune de ces fonctions. 
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394. Enfin, il est aisé de former encore, au moyen des fonc- 
tions* de M. Hermite, l'expression la plus générale des fonctions 
de troisième espèce qui ont un nombre donné de zéros et de pôles. 
Chacune de ces fonctions, quand elle est (transcendante) entière, 
se rapporte, comme on l'a vu, à l'entier positif h qui exprime le 
nombre de ses zéros; pour garder la trace de ce nombre, nous 
emploierons ici la notation $|A|(i() qui représentera la fonction 
entière la plus générale de troisième espèce avec les multiplica- 
teurs I , e ■"' 

Considérons maintenant une fonction y(«) de troisième es- 
pèce, admettant p zéros et v pôles dans le parallélogramme des 
périodes. Nous pourrons former (n" 381) ime fonction entière 
*(ï){« + C), qui admette pour zéros les v pôles de ^' {u)- La 
fonction 'F(i()'I>jv)(î(+ C) n'admettra plus de pôles; elle sera de 
troisième espèce; elle admettra p zéros, les p zéros de *F(m); elle 
sera donc de la forme 

fl*"'+B«*,p,(«-HD); 

!a fonction ^ {u) sera donc de la forme 



*■(") = e 



^m(w + G) 



Inversement, une telle expression est une fonction de troisième 
espèce admettant v pôles, p zéros et ayant relativement aux pé- 
riodes 2<D), 2(1)3 les multiplicateurs 

oii l'on a encore posé /( =r p — v. Ces multiplicateurs peuvent 
être identifiés avec e^'"^^', e'''"+"î, si l'on a 



n désignant par ;i), n^ des nombres entiers. On tire de là, en éli- 
linant A et B, 

Njuii— JlilUa =HiUia((Oa — tu,) — An m, 
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Si l'on sii rappelle (n" 381) que o(w<i — D),v({i)2— C) sont res- 
peclivement congrus (^modutis atO), 3(1)3) ^1^ sommes des zéros 
des fonctions $(p|(u4-D), $[v|(« + C), on voit que la quantité 
vC — pD est congrue à Aua + rf, en désignant par d la différence 
entre la somme des zéros et la somme des pèles de ^'"{(i); la se- 
conde des égalités précédentes nous fournit donc encore une fois 
la congrucncc 

di^ — — ^- — : — ^— ^ H ! — °- — ; — 5 — 1 _ ih'^i (modd. awi, 3U3). 

393. Le cas que nous venons d'esaminer contient le cas des 
fonctions de seconde et de première espèce. Pour ces dernières, en 
particulier, on trouve A ^= o, B ^^ o, C = D, et l'on voit que la 
fonction doublement périodique ordinaire la plus générale, com- 
portant V zéros et v pôles, peut être mise sous la forme 



/(«) = 



Aç ^0 ( « + C) + Al ^1 ( it + G) -I- ■ ■ - + Ay-i -^v^i ( u + C) 
A;*|,(u + G)-(-A'i<I>,(M-HC)-f-...-i-A;_, ^v-ilu + C)' 



où C, An, . .., A„_,, A'(|, .. -, A'i,_, sont des constantes arbitraires, 
et $0, ■!>,, .. ., *„_, des fonctions parfaitement déterminées, dont 
la forme a été rappelée au n" 381 ; on doit toutefois remplacer la 
lettre /t par la lettre v. 
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CHAPITRE IL 



APPLICATIONS DE L,l FORMULE DE DECOMPOSITION 
EN ÉLÉMENTS SIMPLES. 



I. — Les fonctions cr", Ç, p. 

396. Nous établirons dans ce Gliapitre diverses conséquences 
très Importantes de la formule de décomposition des fonctions 
doublement périodiques en éléments simples, conséquences dont 
plusieurs ont déjà été établies, mais qu'il convient de grouper 
maintenant autour d'une même origine et dont la déduction ne 
supposera rien autre chose, en dehors de la défluition des fonc- 
tions <^i p, i^, ■ • - et des propriétés qui résultent immédiatement 
de cette définition, que les propositions générales établies dans 
le Chapitre précédent. 

Considérons d'abord la relation (VII,) 

tf(,t + «W(«-«) „„ 



et désignons-en le premier membre par /(m); on reconnaît immé- 
diatement que /(«) est une fonction doublement périodique à 
périodes ùm,, awj, admettant, comme seul pôle dans le parallé- 
logramme des périodes, le point o : ce pôle est d'ailleurs double; 
/{«) doit donc être de la forme C+ C'î^'m^C — C'j)« où G 
et G sont des constantes ; C est le coefficient de la dérivée de - 
dans le développement de/(w), mis sous la forme CD — h ${«); 
dans ce développement, on n'a pas fait figurer de terme en w~', 
parce que le pôle o est double. On peut dire encore que C et — G' 
sont le terme indépendant de u et le coefficient de «"' dans le dé- 
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veloppemont de /( u) suivant les puissances ascendantes de u ; on 
obtient ce développement en multipliant le numérateur de f(u), 

expression qui, ordonnée suivant les puissances de (t, donne 

par le développement de — — zr~'< or, en s'appujant seulement 
sur la formule (IV,) et les définitions (IV5), on trouve 



coefficient de — et le terme indépendant dans le développe- 
nt de y ((() sont donc respectivement — i et 



on a ainsi — C'=: — i,C = ji«; cette dernière valeur, après avoir 
obtenu C ^= 1 , pouvait s'obtenir en remarquant que G — C'p'f 
doit s'annuler pour m^m, de même que/(H). Finalement, la for- 
mule (VII,) esl démontrée à nouveau. 

Observons d'ailleurs que le premier membre de celte formule 
appartient au type du n" 391, où les zéros et les pôles sont mis en 
évidence; la somme des affîxes H- «, — a des deux zéros est bien 
égale à la somme de l'affixe du pôle double o. 

Rappelons encore que, de celte formule (VII(), on tire immé- 
diatement les formules d'addition (Vllg) 

dans cLacunc desquelles le premier membre n'est autre cbose que 
le second décomposé en éléments simples; nous reviendrons sur 
ces formules dans un Cbapitre suivant. 
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397. Établissons maintenant l'équation différentielle (Vile). 
Nous observerons pour cela que toute puissance entière de p« est 
une fonction doublement périodique admeltani le seul pôle zéro, 
qui est d'ailleurs multiple d'un ordre double de l'exposant de la 
puissance; le résidu de ce pôle est nul; par exemple o est un pôle 
sextuple pour p* u, et l'on doit avoir 

en désignant par A), Ao, . .., Aj les coefficients qui apparaissent 
dans le développement de p" u mis sous la forme 

quant à la constante C, elle est ici manifestement égale au terme 
indépendant de u dans ce même développement; en utilisant seu- 
lement la formule (IV,) 

écrite en tenant compte des définitions (fVe); on calcule aisément 
la partie fractionnaire et le terme indépendant de U dans le déve- 
loppement de p^«; on trouve ainsi 



p'u 



_ i^ _L ^ ^3 —^_ ^ r 



et l'application de la règle précédente donne 

En appliquant exactement la même méthode à la fonction double- 
ment périodique p'^ u, dont le seul pôle est encore o, et pour la- 
quelle ce pôle est encore sextuple, on obtient 

En éliminant p"u entre les deux dernières équations, on trouve 

p'= (t = 4 p' (i — g-sp « — ^3. 
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398. Les formules fondamentales relatives à la division par n 
de l'une des périodes se présentent comme d'elles-mêmes. 

Sij par exemple, on considère la fonction p( m —> 0)3 1 dans le 
parallélogramme relatif aux périodes aw,, awj, on reconnaît de 
suite que c'est une fonction doublement périodique dont les pôles, 
tous doubles, sont donnés par la formule u = 2.r —, où r prend 
les valeurs 0,1,2, .,.,/j — 1; d'ailleurs on a 

'■("■î+"!î"-)=K''l"'"-)=7:.— •• 

en sorte que la formule de décomposition en éléments simples 
nous donne, en désignant par G une constante, 

p(„[^,„.).p.+2'=("-"ï)*^ (,-.,,. .), 

d'ailleurs, si l'on fait tendre u vers zéro, on reconnaît de suite, 
sur les développements en série, que la différence du premier 
membre et de p u tend vers ïéro ; il ca résulte 

et l'on retombe ainsi, après avoir changé w en — «, sur la formule 
(XXIi), d'où l'on pourrait déduire par intégration les formules 
analogues (XXI3) et (XXI2), qui concernent les fonctions ^ et rf- 

399. De ces formules et de celle; qui en résultent lorsqu'on y 
transpose les périodes aw,, awj, on peut déduire des formules de 
multiplication pour les fonctions rf, î^, p. Il suffit de répéter ce que 
l'on a dit au n" 347 pour établir les formules de multiplication re- 
latives aux fonctions sn, en, dn. 

Mais on parvient aux mêmes formules en décomposant la fonc- 
tion p(«M) en éléments simples. 

Pour simplifier l'écriture, nous poserons 
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En appliquant la formule àv n" 3o8, on a 



En intégrant, puis passant des fonctions t, aux fonctions rf, on ob- 
tient ensuite les relations 






"■(»,,.) 



Dans toutes ces relations les sonimes sont étendues à toutes les 
combinaisons ul, v des entiers o, i, a, . . . , ii — i; le produit est 
étÊBd-u à-ces mêmes combinaisons, la combinaison [j. -— o, v ^= o, 
exceptée. j i, ^ <■ f " - ' ■ > ] 

La dernière relation s'obtient d'ailleurs aussi en répétant, sur 
la fonction <i(nu), les raisonnements que l'on a faits au n" ISi 
sur la fonction rff « — , Wj j ; elle résulte au fond d'un groupe- 
ment convenable des facteurs de la fonction <i(nu) décomposée 
en ses facteurs primaires et de î'appbcalion de la formule (V,), 

Si, dans la dernière relation, on remplace u par «4- a^'a et si 
l'on fait usage des formules (Xllj), on voit que les expressions 



îBui 



.S... 



doivent être, quel que soit u, de la forme ïm^T^i, où nhj 
un nombre entier; on a d'ailleurs 

E— ''!;¥- E*™ -»"•-)" 

on voit donc, d'une part, que A est nul, et, d'autre j 
l'on a 

Si l'on écrit cette égalité pour a. ^ i et pour a ^ 3, c 
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successivement, en faisant usage de la relation ti, to^ — r.^'iJi^^zt: — > 
les relalions 

= _;[„(„_:)„,] = _„(„_,),„. 
On a donc finalement établi les formules de multiplication 

(IC) ! (2) 'lÇ("«) = 2ï{"-«!>.,v)-"("-l)-%, 
[ (3) n^p0^u)^'^p{u^a^,.), 

et l'on a aussi démontré les relations 

(ICO ^r^{a^,y) = -'K>^-')r.„'^p(.a^.,-,) = '>: 

dans toutes ces formules, les sommes sont étendues à toutes les 
combinaisons des indices [/., v choisis parmi les entiers o, 1,2, ..., 
n — i; pour le produit, la combinaison jj. ^ o, v ^ o est exceptée. 

400. SI Ton décompose en éléments simples l'expression 

qui, comme on l'a vu au n*" 391, représente une fonction double- 
ment périodique ordinaire quelconque de u, on obtient des iden- 
tités intéressantes. Ainsi, puisque la somme des résidus de /(«) 
est nulle, on doit avoir 



-2,-î. 



g-Çg/,— 6i)g'(ai— 60...CT-(a:i— iy) 



3|)... iT i, «A— «fr-i)tf(«i—"*-i-i) ■-.*{«/■— «ï) 
Pour V = 3, celte relation est identique k la relation (Vllj). 
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II. — Les fonctions ^, sn, en, dn. 
401. Les fonctions 

sonL des fonctions doublement périodiques de seconde espèce, à 
multiplicateurs + i et ^ i ; les derniers membres appariienneat 
au type X{(() du n" 366. 

Les carrés des fonctions ^ sont des fonctions doublement pério- 
diques de première espèce ; observons que les formules (LXIII, ^s^,) 
ne sont autres que des formules de décomposition en éléments 
simples. Il en est de même des formules (LXIIIs^is) relatives aux 
fonctions ^^«(h) ^yi,{(i), Sey(tO ^«p('0- 

■i02, La tli<5orie de la décomposition en cléments simples des 
fonctions de seconde espèce conduirait sans difficulté aux équa- 
tions difFérenli elles que vérifient les fonctions Ç; par exemple, en 
observant que la fonction ?p(i(«) i,yi,(ii) admet les mêmes multipli- 
cateurs que la fonction 5ai>(«)i qui, n'ayant pas d'autre pôle que 
zéro dans le parallélogramme des périodes, peut jouer le rôle d'é- 
lément simple, et que cette même fonction ^po(«) ?ï(i(") admet, 
comme pôle unique, le pôle double «;= o, on voit qu'on peut 
écrire 

A et B étant des constantes : or, en se rappelant seulement que le 
développement de ^aa(«)) suivant les puissances ascendantes de u, 
commence par un terme en - et ne contient pas de terme indé- 
pendant de u, on voit de suite, si l'on égale dans les deux mem- 
bres les coefficients des puissances négatives de », qu'on doit avoir 
A = o, B= — 1 : on retrouve donc ainsi la formule (LXl,) 
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d'où l'on déduU immédititement l'équation différentielle (1^X11, ) 

403. Supposons n impair. Dans le parallélogramme des pé- 
riodes de la fonction jj(h | w,, Wa), les fonctions ^oa (;(—'-, Waji 
Spy(« — ^ftûa) sont doublement périodiques de seconde espèce, 
avec les mêmes multiplicateurs ±i que les fonctions ^o«(w), 
^Pt(")' Leurs pôles et leurs zéros se mettent immédiatement en 
évidence, d'où l'on conclura sans peine leurs expressions sous 
forme de produits rentrant dans le type du n" 389; on retrouve 
ainsi les formules, relatives aux fonctions ^, que l'on obtiendrait 
parla division membre à membre de celles, relatives aux fonc- 
tions rf, qui figurent au Tableau (XXVI). 

La décomposition en éléments simples permet d'obtenir, sous 
forme de sommes, les expressions des fonctions 



u U = 



a trouve ainsi, en particulier et en conservant les r 
ons qu'au n° 129, 

^•■("lï'-)-^^S2-«..(»- 






"("|ï'-)-fcï2<-»..(.-^) 




Les formules (LXXXVIL-5) et (LXXXlXi-g) se déduisent de 
celles qui précèdent par le passage des fonctions ^ aux fonctions 
sn, en, dn. 

-404. Les combinaisons que l'on peut former en multipliant une 
fonction ^ de l'argument « par une fonction ^ de l'argument m + « 
sont des fonctions doublement périodiques de première ou de se- 
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condc espèce ; on parvient à des formules intéressâmes (' ) en les 
décomposant en éléments simples. 

Considérons, par exemple, la: fonction ^n(i(«)^ao (" + «); elle est 
de première espèce, du second ordre; ses pôles, qui sont simples, 
sont o, — a el les points congruenls; le résidii relatif au premier 
pôle est ^a,t){a) ; on en conclut de suite 

A est une constante que l'on trouve égale à Z,aa en écrivant que le 
second membre est nul pour u ^= Wa. 

Nous récrivons ci-dessous la formule ainsi complétée, et d'autres 
qui s'en déduisent, en ajoutant «a ou dip à w ou à a. Ces formiiles, 
et celles qu'on en déduirait en écliangeant les lettres u et a, don- 
nentles décompositions cterchées de celles des combinaisons que 
l'on considère qui sont de première espèce, 

[ U(«)U(")U(«^«)= u -:;(«+«) +;a«, 

uwU(")U(«+«}=;«-c«(«+«)-i-c«, 

En tenant compte des relations (LXIIIs-g) on voit que la pre- 
mière et la troisième des relations précédentes peuvent s'écrire 

U«-W« + «) + ïa'ï = (ea-e3n„fl(«)[ï.„(«)^^„(« + «)-ïyo(«)]. 

Sans nous arrêter à multiplier les relations de cette nature, 
rappelons que i^w — Ç(K + a) + Ç« n'est autre chose (VII3) que 
Enfin, on voit aisément que, en faisant tendre a 
nies, on retombe sur les formules 
de décomposition en éléments simples {LXIIIi^j^ajdes fonctions 
e..(»), S.(»),E|r(«)- 

iOS. En consultant le Tableau (XII2), on aperçoit que le mul- 
tiplicateur [j-a de la combinaison ^(w) 5(î( + a), où chacune des 
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deux fondions Ç esl affectée d'indices quelconques égaux ou iné- 
gaux, est égal au produit d'autant de facteurs égaux à (— i) qu'il 
y a, parmi les indices des deux fonctions ^, de nombres o et a. 
Il en résulte que si p, q, r, s sont pris parmi les nombres o, i, 
2, 3, jo et ^ d'une part, /■ et s de l'autre, étant nécessairement 
inégaux, les expressions ^j,^(i() ^rs(" + fï) sont des (onctions 
doiibîemenl périodiques de première espèce ou de seconde es- 
pèce avec les multiplicateurs H- i et — i. Celles de ces fonctions 
qui sont de seconde espèce sont celles poirr lesquelles les deux 
systèmes [p, q), (/•, s) admettent un élément commun et un seul. 
Considérons, par exemple, la fonction '^pq{u)\pr{u -\- a) où 
les nombres q et r sont différents entre eux et différents de p, 
et désignons par s celui des nombres o, i, a, 3 qui n'est ni p, 
ni q, ui /■, Cette fonction et celles qui s'en déduisent, soit en rem- 
, plaçant /> par s, soit en échangeant deux des nombres p el q on p 
et r, ont les mêmes multiplicateurs; ces multiplicateurs sont d'ail- 
leurs aussi ceux des fonctions Sjr('<) et ^pi{u). D'ailleurs la fonc- 
tion ^pq{u)^p,-{ti-\-a) n'a que deux pôles, simples tous deux, dans 
le parallélogramme des périodes; elle s'exprimera donc en Tonc- 
tion linéaire de deux des expressions 

les constantes W|, u^, u\, u'^ étant fixées de façon que les deux 
expressions choisies aient leurs pôles congrus à ceux de la fonc- 
tion Xpqiu) \pr{,u -l-o). La même chose s'applique aux fonctions 
qui se déduisent de la fonction \pq(^u)\pr(u -^ a)^ en remplaçant 
p pari ou en échangeant deux des nombres /> et ^ ou /) et /■. 

Dans chaque cas, les coefficients des fonctions linéaires s'ob- 
tiennent très aisément en donnant successivement à w des valeurs 
qui annulent chacun des termes. 

On doit avoir, par exemple, 

et l'on déterminera les coefficients A, B en supposant successive- 
ment i(=o, i( = — a. On trouve ainsi une série de formules, 
parmi lesquelles nous n'en transcrirons que trois, parce que les 
autres, quand on passe (LIX, ) des fonctions \ aux fonctions rf, ne 
fournissent pas de relations distinctes de celles qu'on déduit de la 
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même façon des trois seules formules que nous conservons, savoir : 
/ Uciu) ep„(« -H <!) = îpo(«) ?ï«(") - Uià) i^,{u + a), 

(ep-ea)U(«)5ïcc(« + «> = Spo(«)ïp„(")-U(«)M« + '')' 

De ces formules et do celles qui s'en déduisent par le change- 
ment de u en a, il serait bien aisé de déduire les formules d'ad- 
dition des fonctions ^; enfin on reconnaîtrait mieux leur nature 
et, en particulier, leur genre de dissymélrie en les récrivant après 
avoir remplacé u par 6 et h + a par — c, a, b, c étant alors sup- 
posés reliés par la relation symétrique n H- ô -f- c = o ; mais nous 
laissons au lecteur le soin de développer ces matières. 

406. Les notations relatives aux fonctions ^ permettent de con- 
denser beaucoup les formules. Lorsque l'on veut passer de ces 
formules aux fonctions sn, en, dn, il est nécessaire de particula- 
riser les valeurs des indices a, p, y, en sorte qu'une formule où 
ne figure qu'un seul de ces trois indices conduit à trois formules 
relatives aux fonctions sn, en, dn; une formule où figurent deux 
ou trois indices a, P, -y fournit six formules qui, à la vérité, peu- 
vent n'être pas distinctes. Nous n'écrirons ici que quelques-unes 
des formules relatives aux fonctions de Jacobi ; le lecteur obtien- 
dra les autres, soit par le même procédé, soit en ajoutant à l'ar- 
gument les quantités K, i¥J, K -I- i'K,'. 

Tout d'abord la relation (LXIII3) donne, pour 7. ^ 3 et en rem- 
plaçant u par - 



v/."T 



Vv-^ 



on, en tenanL conipLe ries formules (LXVIl,), (LXXVIU,) el 
(XXXVII,), 

^Z'(..). 



K/,7 
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(CnO i^sll^«---Z'(o)-Z'(K). 

Comme on a en'-' u = i — sn- u, dn- h ^ i — /■- si 

clut les formules 

1 i'on-»./,= -7/(o) + Z'(»), 
1 <Io-i. = i-7,'(o) + Z'(..). 



(Cl 



'i 



Si dans ces formules on ajoute R, i'K.', K + (K' àl'argument «, 
on obtient des formules analogues concernant les inverses des 
fonctions sn^ w, en- u, dn'' ii et leurs rapports mutuels ; tontes ces 
formules sont, au fond, contenues dans les formules (LXIII). 

De la même façon, on déduira des relations [X.CVII), en y sup- 
posant a =^ 3, ccUcs-cJ : "- i 

/ Z{u) + Z{a)~Z{u + a) = k^,na&nam^{u + a) 

puis, des formules (Cs), les suivantes ; 

isnacn tt dn(i[ -h (ï) ^^ dnct sn{î( -i- «) — en a sn«, 

' k^cnacnucn{u-i-a) = dnaàa u Aa{ u + a) — A-'', 

auxquelles il convient d'adjoindre, outre les formules qui résultent 
du groupe précédent quand on néglige le premier membre, celles 
qu'on en déduit en échangeant les lettres u et a, et en rempla- 
çant successivement u par u — « et « par — a. 



III. — Développement de p« en série entière. — Expression des 
dérivées de pu et de p{u — a) au moyen des puissances de ji«, 
— Expression linéaire des puissances de jj« au moyen des 
dérivées de pu. 

407. L'équation différentielle obtenue pour la fonction pu 
conduit à des conséquences importâmes relatives au développe- 
ment en série de cette fonction et à l'intégration de ses puissances 
entières. 
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Rappelons tout d'abord que l'équation différenûelle (VU,;) pci 
met (n" 101) d'établir la formule récurrente 



qui, jointe aux expressions déjà connues (IX3) de c^ et de c^, four- 
nit autant de termes que l'on veut dans le développement de pu 



On reconnaît immédiatement que la série qui représente p u est 
convergente, sauf au point 0, pour tous les points intérieurs au 
cercle décrit dii point o comme centre, avec un rayon égal au plus 
petit des nombres 2 [(i)a|- Grâce à la périodicité et à l'emploi du 
théorème d'addition, on peut toujours ramener le calcul de p« 
au cas oii le point u est intérieur à ce cercle. 

Du développement de pu on déduit immédiatement celui de 

qui converge dans les mâmcs conditions, et celui de la fonction 
transcendante entière 

Ses premiers termes des développements de pu, ^u, rfwfigureront 
dans le Tableau de formules. 

408. On voit d'ailleurs, sans aucun calcul, sur la formule ré- 
currente jointe aux expressions de c^ et Cj, que chacune des ex- 
pressions Cr+i est un polynôme entier en g^, g^ à coefficients 
numériques rationnels. Parfois, on désire mettre en évidence la 
forme seule de l'un ou l'autre de ces polynômes Cp^f sans s'occu- 
per de la valeur numérique de ses coefficients; on y parvient fa- 
cilement en faisant usage de la formule d'homogénéité {Illa)- 

Si l'on désigne par }, un nombre quelconque et par C,.i.) ce 
que devient Cr+i quand on remplace to,, w^ par lu,, îiWj, on voit 
immédiatement en appliquant cette formide que l'on a la relation 

C,.+, = >-2''-=c,.+,. 
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D'autre part, si l'on désigne le poljnome entier en g^, g-j, cjui 
représente c-^., par 

oïl «îj Ka sont des entiers positifs on nuls, où ^ix.,a, est un nombre 
rationnel et où la somme est étendue à un nombre fini de combi- 
naisons des entiers «a, a^, on a manifestement 

Il suffit de comparer ces deux résultats pourvoir que Ses nombres 
entiers positifs ou nuls a^, a, qtil correspondent au nombre entier 
déterminé, positif ou nul, /■ vérifient nécessairement la relation 

2 22-1-303= r -1-1. 

En tenant compte de celte relation, on voit immédiatement 
quelle est la forme du poljnome en ^3, g^ qui représente Cr^,. 
Ainsilecoefficîent CiîdeM^^estdelaforme Ag*3 + B^j^j + C^^, 
où A, B, C sont des nombres rationnels, puisque la relation 
2^2+ 3a3 ^^ 12 n'est vérifiée que pour les trois couples d'entiers 
positifs ou nuls a^ =: o, a^ =^ 4 ! "a = 3, aj =: 3 ; aj =^ 6, «3 = 0. 

II va sans dire que ces résultats pourraient se déduire sans 
peine, par induction, de la formule récurrente elle-même. 

■409. Au développement de d 11, il convient de joindre celui des 
fonctions d^u-, ou, plus généralement, de la fonction transcen- 
dante entière de u, 



f(u,u,) = ,-'^».^- 



liLJ 



qui se réduit à <i^u pour Uu = lj^; 1^ relation 

/(«, «ol[ du àu^ J 

dont la déduction est immédiate, fournit la formule 



a p «(,, 
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qui permet d'obtenir autant de termes que l'on veiU, dès qnc l'on 
a les deux premiers, qui s'obtiennent directement : on trouve ainsi 

Ao = i, A, = o, A2=— p((„, A5=— p'«c, A(= — 3p^Wo-H ^S ...; 

il ne reste plus qu'à faire u^^^ lù^ pour avoir le développement 
cherehc, dont on trouvera les premiers termes dans le Ta- 
bleau (XCIII). 

410. En effectuant la division de la série qui représente /(h, «q) 
par la série qui représente du, on obtient le développement de la 
fonction X(w, «o) du n" 374, sous la forme 

Jl,(„, «„) = ^ -H ^,-- c!, ^ -^. . ._ a„ ^p --. . ., 

développement qui est valable dans les mêmes conditions que ce- 
lui qui représente pu; d'ailleurs l'équation différentielle linéaire 
(n" 374) que vérifie X(«, «„) fournit, pour les coefficients a„ dont 
l'indice est supérieur à 3, la formule de récurrence 



2)! 



où les Cp sont les coefficients du développement de pu; l'indice r 
ne doit pas dépasser la valeur -; si n est pair, [n — 2;')1 doit, 
pour /■= -, être remplacé par i. On trouvera dans le Tableau 
(XCIV) les expressions des premiers coefficients. 

Ml. Le raisonnement que nous avons fait pour p^u dans le 
n° 397 montre en général que p" u, où n désigne un entier positif, 
est une fonction linéaire de pu et de ses dérivées, jusqu'à la 
{9.« — 3)'^"'°; on a plusieurs manières pour calculer ces fonctions 
linéaires, de proche en proche. 

Tout d'abord, maintenant qu'on est en possession du dévelop- 
pement de pu, avec autant de termes qu'on veut, on peut appli- 
quer exactement la méthode que nous avons suivie pour p^ u. 
c'est-à-dire la formule de décomposition en éléments simples. 
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On pcul encore utiliser cette remarque déjà faite an n" 101 ; les 
dérivées d'ordre pair de pu sont des polynômes en pu. Inverse- 
ment l'expression de ces dérivées permet, comme on le verra tout 
à l'heure, d'obtenir, par la résolution d'équations du premier de- 
gré, les expressions linéaires des puissances de pu au moyen de 
pu et de ses dérivées d'ordre pair. H y a donc quelque intérêt à 
pouvoir pousser un peu loin le calcul de ces dernières ; voici com- 
ment on peut procéder. 

Si l'on pose pour abréger y=^ pu, on reconnaît aiscmc 
induction {n° 101) que la dérivée an'™" de pu, que nous 
senterons par T'„, est un polynôme en y de degré « -H i ; 



gnons par PJ,, PJ, les dérivées premiè 
prises par rapport à y. On aura 



itpar 

dési- 
!condede ce polynôme, 



■i =v;,'^, ^i-^" = p;, 



, d'une part, 



et, d'ai 



\du) 





= P«-M, 


:;ause des équation 


is(Vii,,0^ 


iy^—ff^y-é'i, 





on aura donc, en remplaçant, 

p.*, = i.iy'' e..ï - ^.) P; H- i^y-- f ) P,'. ; 

cette relation, jointe à celle-ci 

permet évidemment de calculer de proche en proche les poly- 
nômes P„; on trouvera dans le Tableau (XCVII) les expressions 
de P„ poiir les premières valeurs de n. 

412. Quand on veut pousser les calculs un peu loin, il est com- 
mode de les fractionner davantage et de calculer séparément les 
coefficients de chaque poljnome. 
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Il suffit d'observer ceux Jes poljnomes qu'on a calculés pour 
prévoir que P„ doit être de la forme 

où les cocfficienls ^a',la, sont purement numériqiies et où a^, 'M 
sont des entiers positifs oi\ nuls qui satisfont à la condition 

11 sera commode tout à l'heure d'admettre que les indices «g, «3 
peuvent prendre d'autres valeurs que celles-là, mais que, alors, les 
coefficients ^'i'^a, sont nuls. 

Le fait que le poljnome P„ est ainsi constitué résulterait d'ail- 
leurs aisément des propriétés d'homogénéité de la fonction 
p{u; g2i gi)', il nous suffit ici de le regarder comme un résultat 
d'induction : car la substitution de la valeur précédente de Pn, 
dans le second membre de la relation de récurrence, montre bien 
que la loi se conserve pourP,,^, , et que dans ce polynôme le coef- 
ficient de 

est le nombre A.'^'.'^àl en posant 

Ai;^-;-^; u. (...«H- 9, - 4mj- 603) (2« -1- 3 - 4«2- 6aa) A;,^!a, 

- """ - ^ ~,^'''~^'' -' (-2/1 + 5- 4as— 6^0 A!,'^^i,a.; 

dans celle formule a^ et «3 doivent être deux entiers positifs ou 
nuls qui vérifient la condition 2a2-|-3a3lra+ 2, et ceux des coef- 
ficients d'indice supérieur égal à n, pour lequel Tun des indices 
inférieurs est négatif, ou poirr lequel la somme de deux fois le pre- 
mier et de trois fois le second dépasse n + i doivent être regardés 
comme nuls. La relation précédente permet évidemment de cal- 
culer les coefficients du polynôme P„+| quand on connaît cens du 
polynôme P„; elle permet même de calculer autant des coeffi- 
cients que l'on voudra de P,i en laissant n indéterminé; ainsi elle 
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et comme l'on a A^'',,^ 3!, on en déduit de suite 

on Ironvc aussi, pour n plus grand que i , a, 3, 4, respectivement 
Ai,',"| 



(37i + l)! ^(.3.5^ ' (2«-hO! 3>.5.7.M 

413. Ayant ainsi formé les expressions de 1*, , P^, P3, . ■ ■ , il 
suffira de résoudre les équations ainsi obtenues par rapport à y^, 
y^,y'', ... pour avoir les expressions de ces puissances de p« en 
fonction linéaire de y et de P( , P^, P^i c'est-à-dire de pu et de 
ses dérivées d'ordre pair; on obtient ainsi 



■ 51 "*" i^5 ^""^ -2.5' 

" 7! S 3! 7 ^ 3'.3.7'* 



Sur ces formules, on lit immédiatement les valeurs des inté- 
grales des puissances de pu. On trouvera dans le Tableau (CXI) 
ces valeurs pour les premières puissances de j}«. 

■41-i. Mais, quand l'exposant de la puissance de pu est un peu 
élevé, il vaut mieux calculer les expressions directement, sans 
passer par la résolution des équations du premier degré. 

On j parvient facilement en formant la dérivée seconde de p" u 
par rapport à u; cette dérivée est 

re (7t — 1) p^-î (( j)'î u ~ Il p"-' Il p" Il 



on a donc 
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et il est clair que cette formule permettra d'obtenir l'expression 
linéaire de y""*"' au moyen de y et de ses dérivées, si l'on con- 
naît de pareilles expressions pour j"'^,y"^', y"- 
Le catcu! se fera simplement en supposant 



y" 



cn--^r-1pu 



.n — \)\ da^"-^ ^"' '■ (a« — ac — 1)! rfw="- 

les coefficients BJ!" étant des polynômes en g^, gs- Kn substituant 
dans le second membre de l'équation précédente, on obtient la 
relation 



-0 



L' BS« 



Dans cette formule on peut donner à ries valeurs o, i, a, ..,, /i + i, 
si l'on convient que les coefficients B"", dans lesquels l'indice in- 
férieur est négatif ou est plus grand que l'indice supérieur, doivent 
être regardés comme nuls. Elle permet d'obtenir autant de termes 
BJ,"' que l'on veut. B'^J" est égal à i , B"" à o, pour tout entier po- 
sitif 71. 

41S. Si l'on veut fractionner encore les calculs, on constatera, 
sur les valeurs trouvées, que B^"' peut être mis sous la forme 

où les nombres entiers «2 , a^ , positifs ou nuls, satisfont à la 
condition aai-f- Sas = ''■, et où les coefficients purement niimé- 
riques B^'a, ^^ déterminent par la relation récurrente 



(3„_ja,-6a,)(a«-l-i--jas-6a,) 



Dans cette relation, on donnera à a^, a^ toutes les valeurs entières 
positives ou nulles qui vérifient la condition aas-j-Sas^rt + i, 
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en regardant comme nuls les coefficienls pour lesquels un indice 
inférieur est négatif on pour lesquels la somme des deux indices 
inférieurs, respectivement mullipliés para elpar ^,eslplus grande 
que l'indice supérieur. 

Celte relation de récurrence permet de calculer l'expression 
générale d'autant de coefficients ^a^a, 4"^ ''<>fi veut; pour tout 
entier positif «, B^'^ est égal à i ; pour n plus grand que 2, 3, 
4, 5, on a respectivement 

Bi«) = -'±- B<"' = ^^ B<"' = "'^"-'^ b:"> - "t" "-'*^' - 

416. Aux expressions qui donnent les dérivées p*"'((() au 
moyen de p u et de p' m, il convient de joindre les expressions qui 
donnent, au moyen de -pu,pa, p' u,p'a, les dérivées p""(k^ a), 
prises par rapport à u, de la fonction p{u — a). 

La formule d'addition ( VII3) peut s'écrire 



p(«-«)-p«=- 






ou encore, en permutant les lettres « et a et en désignant par y 
la fonction pu, par^'"' sa dérivée n''""' prise par rapport à (t, et 
parc, c'"' ce que deviennent y, ^'"' quand on y remplace u parc;, 

IjP, second membre de cette formule pcot s'écrire 



On voit, par induction, qu'on doit avoir en général 

AV" AIj"l , AlJl^s 



,(■'(„-<.). 



Ur-c)' 
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et !a démonstration même fonriiit les formules de récurrence 

qui s'appliquent pour v ^=:^ o, i, -i, ..., /(H-3, si l'on regarde 
comme nulles les quantités B dont l'indice inférieur est plus petit 
que a on plus grand que l'indice supérieur augmenté de 2, Ces 
formules permettent de calculer les coefficients A'"' et B'"' pour 
chacun des indices n. 



An. Les relations 



lpU»(u~a)^l^'-p^->(-u-a) = ,V:l' 






que l'on déduit des précédentes et de celles qui en résultent par 
le changement de « en — u, donnent immédiatement, par inté- 
gration, les formules du Tableau (CXIl), qui permettent de cal- 
culer facilement, pour un entier positif quelconque n, les valeurs 
de l'inléffrale 

Les calculs sont effectués pour les premières valcoi-s de n. 

418. Quand a est égal à tii^, les relations précédentes se sim- 
plifient parce que rJ est nul; on a alors 



P("- 



/-^. '^' ■" {y-'^.r 



■■(«-(0 ■|„,.A'"' ■ '^'"^'1'"^^ I "t'^i"' 



en supposant A',"' égal à 3e« — ^î = ("^a— ^p)(^«— '"■t)' 

Dans le Tableau (GXII), le calcul des valeurs de l'intégrale 

/- — — — est effectué pour les premières valeurs de n. 
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IV. — Développements en séries entières des fonctions ^, 511,01, du. 
— Expressions linéaires des dérivées des fonctions ?,sii, en, tin au 
moyen des puissances de ces fonctions. — Expressions linéaires 
des puissances des fonctions È, sn, en, an au moyen des dérivées 
de ces fonctions. 



419, Connaissant le développement de pu suivant les puisf 
ascendantes de u, il n'y a aucune difficulté à calculer autant de 
termes que l'on veut dans le développement des fonctions ^oaW, 
San"; ^py"' 1™ ^'^"'' *^®^ fonctions algébriques simples de pu; on 
n'a qu'à appliquef les propositions établies dans l'Introduction. 
Nous nons contenterons de donner quelques explications à propos 
de la fonction 

D'après la relation d'iiomof^énéltc (Villa), on a 
en posant, pour abréger, 



en se reportant aux formules (XXXVIs,,). (XXXVIl,,^), 
d'ailleurs les relations 



la relation entre les fonctions sn et p peut donc s'écrire 



En utilisant le développement de pu et en tenant compte des 
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leurs àc g'.^, g\, on trouve 



- ((*-F 



on n'a plus, pour trouver le développement cherché, qu'à appli- 
quer la formule du binôme : on trouvera dans le Tableau (XCVI ) 
les premiers termes de ce développement. 

Les polynômes en k'^ qui figurent dans le développement de sn u 
comme coefficients des puissances de u sont réciproques; cette 
circonstance résulte de ce qu'il en esl manifestement ainsi dans 
le développement de 

à cause des valeurs de g'.^ et de g\. La considération de co déve- 
loppemeni permet aussi de reconnaître aisément le degré de ces 
polynômes ; le coefficient de «-""*■' est de degré n en k^. 

420. Il va sans dire que l'on obtient de la même façon les dé- 
veloppements de en M et de dnw; on eu trouvera les premiers 
termes dans le Tableau (XCVI). On peut aussi les déduire du 
développement de snw par les formules 

enfin, on remarquera qu'il suffit d'avoir le développement de l'une 
des fonctions cnî(, dnw pour avoir aisément le développement de 
l'autre, comme il résulte des formules de transformation relatives 
au cas 3" des Tableaux (LXXX^^j), où l'on peut supposer que le 
nombre C est un multiple de 4 et qui donnent alors 

Les mêmes Tableaux donnent la relation 



(»4)^ 
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qui, jointe à ce que le coefficienl de «-"■*■' est un polynôme en k^ 
de degré n, inel aussi en évidence la réciprocité de ce polynôme. 

■421. D'autres méthodes que nous allons indiquer sommaire- 
ment permettent de retrouver ces résultats el quelques autres. 

Les équations différentielles que vérifient les fonctions ?, sn, 
en, du sont toutes de la forme 

où a, 6, c sont, suivant les cas, des fonctions connues de e, , es, e^ 
ou de k'^ ; les conséquences qu'on peut tirer de ces équations sont 
toutes pareilles à celles que l'on a déduites de l'équation diffé- 
rentielle que vérifie jiu, et les détails que nous avons donnés à 
ce sujet nous permettent d'être maintenant plus brefs. 

Les dérivées d'ordre pair in de tonte fonction y, qui vérifie 
une équation différentielle de !a forme 

sont des polynômes en y, de degré in-\- \, ne contenant que les 
puissances impaires de y. On a, en effet, en posant 

et en admettant que Q„ soit un polynôme en y satisfaisant aux 
conditions énoncées, dont les dérivées par rapport à y sont Q), 
et Q;, la relation 

Si l'on pose 

Qï< = *.<„"> + A^''^' -H . , . + M-P'y"-'-^^^.. . + Ai;" js« -S 
on trouve 

Ai.'»n = 2,-(^,-_,)«Al,'i), + (27-^T)^6Air')^(5.r + 3)(2/- + 3}cAi.«V 

Celte égalité permet de calculer les quantités Aj,"' puisque l'on 
iîtA'," = 2a, A'„"==&; /- doit y prendre les valeurs o, i, 
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2, . . , , rt + 1 ; lorsque dans le second membre un indice inférieur 
est n(!galif ou plus grand que l'indice supérieur, la quantité A"" 
correspondante est nulle. 

On trouvera dans le Tableau (XCVTII) les résultats ainsi obte- 
nus pour les premières valeurs de /■. 

422. Si l'on veut fractionner Ses calculs davantage, on obser- 
vera, sur les premières valeurs calciilées, que Â^"' est un polynôme 
entier en a, b, C homogène, à coefficients entiers et positifs, de 
degré n si l'on regarde a, b, c comme du premier degré, de degré 
n — r si l'on regarde «, b, c comme étant respectivement des de- 
grés o, j , a ; on peut donc poser, si cette loi est générale, 



(.) A»o.;2;*!"° 



les A^'y étant des coefficients purement numériques ; r peut prendre 
les valeurs o, i , a, ...,«; r étant . choisi, y doit prendre les va- 
leurs o, 1, 2, ... jusqu'à ou , suivant que ii^r 

esl pair ou impair. La généralité de la loi se démontre par induc- 
tion et l'on parvient en même temps à la formule 

A<y'=2r(^7--i)A;.'Vr+(ï'- + ')'A;.?-; + ('.'■ + 2)(a'' + 3) Aïï,.y_,; 

r ayant été choisi parmi les nombres o, i, a, . • ., « -H i, 
y doit prendre les valeurs depuis o jusqu'à ■ — ; — ou ■ ~ , 

suivant que n — r est pair ou Impair ; d'ailleurs, dans le second 
membre, ceux des coefficients où le premier indice inférieur est 
plus grand que n, ceux où le second indice inférieur est plus grand 

que ■ ■ sont nuls, ainsi que ceux dont un indice inférieur esl 

négatif. Tous les nombres A),'" sont entiers et positifs. 

Observons que la relation que nous venons d'établir donne, en 
particulier, 

d'où l'on déduit sans peine 
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Les calculs se font assez rapidenicnl, ei l'on observe a 
peu d'attention que l'on a (') 



A',':i 


,- = 


-n-3^" 


A^'f 


, -1 


_ 3.3!ri^.5î« 




a2 




■2* 




-5 + 9.5'' 


■'-5. 


5^-+y^" 


ii'i) '■ 


4 — as, 


,35f,_i_au,52„_, 


^.^S"_|_(,2« 



■423. Si la fonction y est impaire et s'annule pour u ^= o, comme 
^un(") ou sn(«), on a, dans le voisinage de u^o, 



en désignant par j)''„i^'oi ^'„''i ■■ ■ les valeurs pour «^ o des dé- 
rivées d'ordre impair; on a d'ailleurs 

rf«^"+' i^M ' du' 

et il est clair (jue, pour «^ o, QJ, se réduit à A'y"' cl -/- à \/c; on 
peut donc écrire 

par exemple, pour y = ^oaC") i on a a^(ea. — cp) ((?„ — Cy), 

t = âe„, c^i; ponr>-==sn«, on a a = k^, b= — {i-hk^), 

c:= i; on aura donc le développement de ^oa{") ^t celui de sn«. 

Pour celle dernière fonction, les quantités A'|J" sont des poly- 

(') Dans sa Thèse (^Annales de l'École Normale supérieure, '2" série, t. VI, 
p. 365), M, D. André a montré que, quand on se donne arbitrairement r et y, les 
(juaniités Aj/'J sont des [onctions de n définies par la relation 

OÙ ^„(n), $,(n), ..., ï,.(n) sont des polynômes en jt, de degi-é y, à coefficients 
rationnels, qu'il reste à calculer, tandis que pour chacun des indices (> r, ï,(rt) 
est un polynôme en n de degvé y — t + r. 

Ce résultat est déduit de recherches tort intéressantes qui ont permis â M. D. 
André d'établir l'équalion génératrice très simple de la série récurrente dont A^'y 
est le terme général. 
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nomes enA^, de degré n en k''^ comme il. résiiUe évidemment de 
la formule (a), qui s'écrit alors 



k'i'^ =-.{-, Y^s.\l^k---i{^-^ }<'-)'" 



il est manifeste, sur cette formule, que ces polynômes sont réci- 
proques. 

■dSi. Si y est une fonction paire et prenant pour u ~-r^ o la va- 
leur 1 , comme ^py u, en h, dn h, on a, dans le voisinage de u --^ o, 

^ '+ ..." ^i.a.ï.^"^-'-^(2;i)!" +■■■' 

en désignant par Q),Qî, ...,Q„, ... ce que deviennent, pour 
y ^ 1 ^ les fonctions Qi, Q^, . . ., Q„, ... ; on a, en général, 

Q,„ r^ A<,"i-i- AI;"-:-. . -^ Al,;"; 

si l'on se place, par exemple, dans le cas de cntf, on trouve 

Dans ce cas, les polynômes ÂJ,"' sont, en /:-, de degré maximum 
égal à « ; il en est de même de Q,[ ; dans ee dernier polynôme, le 
terme indépendantde^^ est i; dans la somme A'„"'^-A"|'"+.,.^-AJ|", 
il n'y a, en effet, qiie l'élément A'"' qui contienne un terme indé- 
pendant de k^, terme qui n'est autre chose que A'„''o. Dans ce 
même polynôme Qn, le terme en k^" fait défaut, cela tient à ce 
que l'on a ici rt+6-|-c=:o, 7.a+ b^ — i; eo sorte que l'ex- 
pression générale Q', (iX)'^ -i- by" -\-c) -\-Çl',^{_iay^ -\- by) Ae, Qn^i, 
quand on y remplace^ par i, se réduit à — Qj„ en désignant par 
Q^i ce que devient la dérivée de Q,t prise par rapport à y après 
qu'on y a fait^^i; comme Qb ne peut contenir A:* qu'au degré n, 
il est clair qu'il en sera de même de Qn+t ; par suite, Q„ est un 
polynôme du degré a— i par rapport à k^. 

428. En résolvant par rapport aux puissances dej/- les expressions 
des dérivées d'ordre pair de la fonction y, on volt que les puis- 
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sances impaires de y s'expriment linéairement en fonction de y et 
de ses dérivées d'ordre paîr;_j'^"+' contiendra les dérivées jusqu'à 
l'ordre %n ; mais il est plus commode de calculer directement les 
expressions de ces puissances, qui sont utiles dans le calcul inté- 
gral; du même coup, on montrera que les puissances d'ordre pair 
s'expriment linéairement au mojeo de y^ et de ses dérivées. 
On a, en effet, 

é\. il est manifeste que si l'on a exprimé y" ety"~"^ en fonction li- 
néaire dey et de ses dérivées dans le cas où n est impair, en fonc- 
tion linéaire dey^ et de ses dérivées dans le cas où n est pair, on 
obtiendra par cette formule une pareille expression pour y'>+'^. 

426. Si l'on veut fractionner les calculs, on procédera comme 
il suit. 

Pour le cas des puissances impaires, remplaçons dans l'égalité 
précédente n par in — i, et posons 

(,,.)! a~y-^' = B'« f-Z H-..H-By f"Z -.-...H- Bg-j.; 

on trouvera aisément la relation 

Bi;"-BS."-=!-(2«-i)'&Bit-,"-(a'ï-i)Ma"-3)(^'i-0<îcBi;!.-i^', 

qui, jointe aux relations B'|,*"^i, B'g":=3i, B',"^; ^ 6, permet 
de calculer facilement les quantités E'"\ L'indice r doit prendre 
les valeurs o, i, 2, ..., n; dans le second membre celles des 
quantités BJ."' pour lesquelles l'indice inférieur est négatif, ou 
plus grand que l'indice supérieur, doivent être regardées comme 
nulles. Il est clair que B'^J" est toujours égal à 1 ; les quantités B"" 
sont des polynômes entiers en b et en ac à coefficients entiers. 
On trouvera dans le Tableau (CXIII) les expressions de ces poly- 
nômes, pour les premières valeurs de n. 

427. Si l'on veut fractionner le calcul davantage, on observera, 
sur les premières valeurs de ces polynômes, qu'ils sont liomogènes 
et du degré r en b et en ac, quand on regarde b comme du pre- 
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mier degré et ac comme du second. On esl ainsi conduit à poser 

les coefficients B^'^J étant purement numériques. 

L'indice /-étant choisi parmi les nombres o, i, 2, ,.,, /i, l'indice y 
doit prendre les valeurs o, 1,2,...,- ou - — -■ 1 selon que r est 
pair ou impair. La généralité de celte supposition apparaît immé- 
diatement et l'on trouve dn même coup la relation 

Pour ce qui concerne snw, on reconnaît immédiatement qiie les 
poljnomes BJ."', regardés comme des fonctions de A:-, sont réci- 
proques. 

428. On observera que, si dans l'éqiiation 
on remplace y par -> elle prend la forme 



on en déduira, puisque les polynojnes BJ!" ne changent pas quand 
on échange les lettres a et c, 

La même méthode s'applique aux puissances paires dey; leurs 
expressions s'obtiendront en parlant de la relation du n" 425 où 
l'on remplace n par 2/1. 

On trouvera dans les Tableaux (CXTII) et (CXiV) les expres- 
sions des intégrales 



/^"""■' 



déduites des relations précédentes et permettant de calculer suc- 
cessivement ces intégrales pour les premières valeurs de n. 
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V.— Application de la transformation de Landen au développement 
en série entière de la fonction en. 



^29. On peut, comme l'a montré M. Hei-mite ('), obtenir, par 
une voie tout autre que celle que nous avons suivie, les coefficients 
des puissances de «* dans le développement de la fonction en h. 

On sait déjà, par ce qui précède, que dans ce développement le 
coefficient cn'^'''(o) de - - , , ordonné suivant les puissances crois- 
santes de k^, est de la forme 

tnii«'(o) = ( — !)"[< + '\'l"^'^'-^- A- '3"' /c* -!-,.. -t-A.I;(^j/f2"-2], 

où A'"', A.'l'\ . . ■ , ^\"1, sont des quantités purement numériques, 
qu'il s'agit de calculer. 

La formide de transformation de Landen (LXXXIL) 



va nous permettre d'effectuer ce calcul pour chaque indice 11. 
Celle formule est une identité par rapport à u el par rapport à ■;. 

Si l'on change t; en r^j en donnant à a. b, c, d des valeurs 

rentrant dans le cas 3" du Tableau (XXc) et pour lesquelles k se 
change en -.- el k' e.n.± ^-r- ('■■XXXs), elle devient 



/,^(A±a').„.(-^,') 



où les signes supérieurs se correspondent. Le second membre se 
transforme par les formules du Tableau (LXXXfi), écrites dans 



indus de l'Académie des Sciences, t, LVII, p. 6i3 et p. ggS. 
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ce même cas 3" pour c = o, en 

-"•^"''*-"(db-*) ^ 

On a ainsi 

on déduit de ces deux relalions, par addition, en posant aussi 

k rt ik' = e''^, 
l'idenlité en », et a. 

Il suffit de développer chacune des fonctions 

parla formule de Maclaurin et d'égaler les coefficients des mêmes 
puissances de u dans les deux membres, pour obtenir entre les 
nombres A'"' et a la relation 



co.((,,.-,),l + Ai'5,co,t(j,!-^3),] + AÏ 


'>cos[(->n- 


+ Ai;'i,co.[(2«-7).J+... 


-cosa + f^ 


+ 4i«c»... + ...+ Al»,c»,. 


«-!.; 


deux derniers termes dn premier membre 


: sont 


Ai,'i!,cos3o; + Aj/!_'i cosa, quand n i 


3st impair; 


A^i'^îCOsSa-l- A^'" nos a, quand il 


est pair. 



On transforme aisément le second membre en une fonction li- 
néaire des cosinus des multiples impairs de a. En égalant ensuite 
les coefficients des cosinus des mêmes multiples de a, on obtient les 
relations cberchées; on a d'abord A\fi^=^i, puis successivement, 
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en désignani par ( ' \ le coefficienl binomial — -— — '^ — ^ '■ — i 

Ai;», = (»"-i) + ^;. 

où l'on doÎL remplacer A'"' par i et où, pour /t impair, on doit 
remplacer l'indice [j: par — ; — = l'indice v par — — , tandis c{ue, 
pour n pair, on doit remplacer l'indice [a par — ■ — et l'indice v 
par-- De simples résolulions d'éqnalions du premier degré don- 
nent ainsi directement, pour chaque indice n, les valeurs des con- 
stantes A'"', Ay, . . . , A;,'!.\, et il importe de remarquer, pour les 
calculs numériques, que l'on a un procédé de vérification de ces 
calculs puisque l'on a «équations et « — i inconnues seulement. 
Comme on l'a fait observer au n" -420, le développement de la 
fonction dn(î() se déduit immédiatement de celui de la fonction 
cn(K). La relation 

sn'C<0--cn(,Odfi(<0 

permet ensuite d'obtenir aisément le développement de la dérivée 
de la fonction sn(i(), et, par suite, cchii de la fonction sn(H) elle- 
même, 

La métliode de M. Hermite ne fournit pas seulement un nou- 
veau procédé pour dresser assez facilement le Tableau (XCVI); 
elle permet d'obtenir aussi la loi de formation des coefficients des 
polynômes cn'-"'(o) ordonnés suivant les puissances de k^. 
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VI. — Application aux fonctions de Jacobi de la méthode 
de décomposition en éléments simples. 

■430. Quand on veut appliquer directement aux fondions de 
Jacobi la méthode de décomposition en éléments simples, ce qui 
permet de retrouver les relations essentielles entre ces fonctions, 
il convient d'introduire, comme élément simple pour celles de ces 
fonctions qui sont doublement périodiques de première espèce 
dans le parallélogramme des périodes o, aK, 2{Kh-/R'), 2(R', 
la fonction impaire Z(u) définie au n" 316; elle admet, comme 
pôle unique et simple dans le parallélogramme, le point i'K'; son 
résidu relatif à ce pôle est i ; elle s'annule pour « = o et ;; = K et 
jouit des propriétés mises en évidence par les formules (LXXIXa.j) 
qui montrent clairement comment elle peut jouer im rôle ana- 
logue à la fonction î^h, en sorte que toute fonction doublement 
périodique de première espèce dans le parallélogramme considéré 
est, à une constante addilive près, nne fonction linéaire de quan- 
tités telles que Z(k — a), Z(u — b) et de leurs dérivées; les con- 
stantes a, b, ... n'étant antres que les affixes des pôles de la fonc- 
tion considérée, diminuées de s'K'. 

Il est a peme besoin de an-e que les lonctions ■ ;, . i ^ ■ . > 
peuventjouer lerôleque nousvenonsd'altribuer à la fonctionZ(i(). 

■431. Quand on se sert comme élément simple de la fonction 
Z(((), il est souvent commode, surtout pour la détermination de 
la constante additîve, d'avoir les premiers termes du développe- 
ment de cette fonction en série entière. On les obtient aisément 
au moyen des formules (Cil,) en utilisant le développement de 
sou. On trouve ainsi 

(Cn,) Z(u) = Z'(o) "- 2^^ ^ + %kHr^+!) ^ -. ■ ■■ 

432. De même que l'on substitue aux quantités wj, wj les quan- 
tités K. et K' introduites par Legendre, on remplace, dans le même 
système de notations, les quantités -/ji, -/ij par les quantités E, E' 
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ilités 


(Cil) 


1 ^ atVïT-.l 



On remarquera (n" 406) que le premier membre de l'égalité (i) 
est égal à Z'(o). 

L'introduction de ces notations permet d'écrire la relation (Clial) 
sous la forme 

"•"•■' î + '•'<">■ 

On en déduit immédiatement, en se rappelant qnc 7'{o) et ^(K) 
sont nuls, la formule 



f dn^ii,k)du^E, 



OÙ l'intégrale qui figure dans le premier membre est prise suivant 
le segment de droite qui va de o au point K. 
Si m.aintenanl on fait la transformation 



qui, ainsi qu'il résulte des formules (LXSXj.^), donne 

; = /.', /' = /.-, ■ L = K', (.' = K, v/iT, -IT, = — ( v/e, - e, 
et 

"i=ï(ûi) = !;(<"0 = ■',>, 

notre dernière formule deviendra 

(CJI5) r dnHu, k')du= E', 

où l'intégrale qui figure dans le premier membre est prise suivant 
le segment de droite qui va de o au point R.'. 

Observons que la relation -(i, Uj — tisW) = -;- peut s'écrire 
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si donc on întroduit E, E' ati moyen de? rcl^lions (Cil). 2), elle 
prend la forme 

(Cils) EK'-^ E'K — KK'= 7. 



qui est celle soïis laquelle elle s'est d'abord présentée à Legendre. 
Relativement au môme parallélogramme o, 2R, a{KH-iK'), 
at'K' et pour les foQclions de seconde espèce, M. Hermite a em- 
plojc comme élément simple, dans une suite d'importantes re- 
cherches, la fonction de u 

qui ne diffère pas au fond de la fonction J{,{u), comme nous l'a- 
vons montré au n" 371 . Elle admet pour pôle uoiquc et simple le 
point o ; le résidu relatif à ce pôle est 1 . 
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■433. Considérons une fonction donblemenl périodique (') du 
second ordre F{(() aux périodes ato,, auj el supposons d'abord 
que ses deux pôles a, b soient distincts; a, b seront aussi les 
pAles de la fonction doublement périodique du second ordre 
F(h) — r(Ho); comme U(, est un zéro de cette fonction, son se- 
cond zéro sera a -\-b — u<jei l'on aura F(c!+i^(io) — F(Ho)=:o; 
comme «o est quelconque, la fonction F(w) prend donc les 
mêmes valeurs pour deux valeurs de u dont la somme est 

a + b. On peut dire encore que la fonction F( — 1- u j est 

paire ; les pôles de cette dei'iiicre fonction sont dn: — ;— ; ils sont 

distincts des points o, u,, ws, wa- La dérivée F'f — -_ H u\ de 

cette même fonction est impaire et n'admet pas de pôles distincts 

des pôles de la fonction F(— ; H «); étant impaire et étant finie 

pour H =: o, elle est nulle pour cette valeur ; elle est nulle aussi 

pour f( = (o„ 1 en eEfet, les deux quantités finies F' ( — ^ (-1^0)1 

F'/ — — — lùA doivent être égales el de signes contraires puisque 

la fonction F'( — h (il est impaire, et égales puisque 2(0a est 

une période de la fonction F'(i(). Ainsi les quatre zéros, évidem- 
ment simples, de la fonction du quatrième ordre F'{u), sont 



(') Dans lool ce Chapitre il ne sera question que de touctio 
périodiques ordinaiies. 
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La fonction doiiLlemcnl périodique 

„.(..)- [F„„-F(îi^)][r,.,.-F(i:^^„.)] 

esl du huitième ordre; ses zéros sont en évidence; chacun est 
double, puisque la dérivée de chaque fadeur s'annule pour le zéro 
correspondant; elle admet les mêmes zéros, au même degré de 
multiplicité que la fonction F'^{«); elle admet aussi les mêmes 
pôles, ail même degré de multiplicité ; le rapport des deux fonc- 
tions *(«)( F'^{u) est donc une fonction doublement périodique 
qui n'admet pas de pôles : c'est une constante; par conséquent : 

Toute /onciion doublement périodique y de la variable u, 
du second ordre, à pèles distincts, vérifie une équation diffé- 
rentielle de la forme 



m 



^- M(y - k)(y - B)(y - (y - D), 



oh M, A, B, C, D sont des constantes. 

Soit maintenant j' =:/(«) une fonction doublement périodique 
du second ordre admettant le pôle double a. On reconnaît, comme 
précédemment, que la fonction y(a + u) est paire et que son pôle 
est distinct des points tO|, (1)2, (ils ; puis, que la fonction du troi- 
sième ordre/' (w) n'admet pas d'autres zéros que les points « + W|, 
«-l-<Jï,G + u3; par conséquent : 

Toute fonction doublement périodique y de la variable u, 
du second ordre, à pôle double, vérifie une équation diffé- 
rentielle de la forme 



\duj 



M(j-A)(j-]î)(7-C), 



où M, A, 13, C so/it des constantes. 

Telle est, par exemple, la fonction pu. Il résulte de là que les 
dérivées d'ordre pair d'une fonction doublement périodique du 
second ordre y sont des fonctions rationnelles entières de y, et 
que les dérivées d'ordre impair sont égales au produit de j'' par 
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une fonction rationnelle entière dey. Nous allons généraliser ce 
théorème. 

'434. Soit «(w) une fonction donbîement périodique du second 
ordre, dont les périodes soient awi, 211)3 et dont les pôles soient 
«, b. Toute fonction doublement périodique ${(*), admettant les 
mêmes périodes que 'f(i(), et telle que l'on ait $(« + 6 — u) = $(((), 
s'exprime rationnellement au moyen de <?(«)■ Le cas 011 la fonc- 
tion f{u) admettrait un pôle double a ^^ 6 n'est pas exclu. 

Le théorème sera démontré si l'on prouve que la fonction 

. '.T. ' où A et B désignent des constantes, s'exprime valion- 
*(it) — B ° ' r 

nellemenl au moyen de 'f{u); or on peut toujours déterminer les 
constantes A et B de manière qne la fonction \ ^ n ' 1"' jouit 
des mêmes propriétés que la fonction ':Ii(M)et dont les pôles et les 
zéros sont respectivement les solutions des équations *(«) — B =: o, 
•1>(h) — A= o, n'ait aucun pôle ou aucun zéro qui coïncide soit 
avec a, soit avec b, soit avec ; nous pouvons donc faire im- 
médiatement celte hypothèse sur la fonction '!'(«)■ 

Dès lors, si a est un zéro ou un pôle de celte fonction, a-t-/> — a 
sera un zéro ou uu pôle, distinct de a, du même ordre de multi- 
plicité; la fonction *{«) aura un nombre pair de zéros et de pôles; 
elle sera d'ordre pair 2/î, et l'on pourra représenlern de ses pôles 
parai, «a, ,. ., a„, les autres pôles étant a -^ 6 — 0.,, a-\-b. — an, ..., 
a + b~(ii„; de même, on représentera /i de ses zéros par ^,, p^, ■■•, 
^„, les autres étant a -+- 6— ^1, a -t-6 — fl^, .. ., a + Ô — p„. Si 
maintenant l'on considère la fonction doublement périodique 

"^'^ [cpt£.)_<?(a.)][ï(«>-?(s'OJ.- ■!?(«)- ?(««)]' 

on reconnaît qu'elle admet les mêmes zéros et les mêmes pôles 
que la fonction *(«() au même degré de multiplicité; elle lui est 
donc identique à im facteur constant près, et la proposition est 
démontrée. 

Notons, en passant, celte façon Irùs remarquable de représenter 
une fonction doublement périodique telle que *^(u), de manière 
à mettre en évidence ses pôles et ses zéros. Le cas où $(«) et 
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f{u) sont (les fonctions paires est parlicnlièrement digne d'at- 
tention. .V.t' i, .. 

Les formules ,(LXXXVII4_d), (LXXXIS,_„), (GX^^c), ainsi 
que les formules analogues que l'on peut établir pour les fonc- 
tions Ç, et dont l'une a éié obtenue au n" 337, peuvent êlre regar- 
dées comme des exemples. 

435. Soilœ(«) une fonction doublement périodique du second 
ordre. Toute fonction doublement périodique ^{u}, ayant les 
mêmes périodes que <i{u), s'exprime rationnellement au moyen 
de »(«) et de sa dérivée f'{u). Soient, en effet, n, b les deux 
pôles de ^{11), les deux fonctions doublement périodiques 

^( u) — ^( a +■ b — it\ 

/(») = »(»,)+»(«+ 4 -.0, /.(..)- '' y,') ' 



jouissent évidemment des propriétés qu'expriment les cqualions 
ce sont donc des fonctions rationnelles de ^('0' **" ^ d'ailleurs 

el la proposition est démontrée. 

En particulier, si l'on prend pour f («) «ne fonction paire, on 
voit que toute fonction doublement périodique paire ^(u), ayant 
mêmes périodes que «(m), s'exprime rationnellement au moyen 
de f (") seulement, 

436. D'après la dernière des propositions que nous venons d'é- 
tablir, toute fonction doublement périodique aux périodes 20J,, 
2 (1)3 est une fonction rationnelle de p u, p' u. 

Il importe d'observer que cette dernière conséquence résulte 
très simplement de la formule de décomposition en éléments 
simples. Soit, en effet, /(«) la fonction doublement périodique 
considérée, dont nous désignerons pour un moment les pôles dis- 
tincts par «;, l'ordre du pôle ai étant a;. Si, dans la formule 
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on remplace 'Çlu — aA et ses dérivées par î^ h — C'ïi-h - —-'—-■- — ', 
et les dérivées de cette quantité, qui sont des fonctions ration- 
nelles de pu et de p'u, puisque toutes les dérivées de pu sont des 
fonctions entières de pu et de p'u, on voit de suite q\ief{u) 
s'exprime aussi rationnellement au moyen des mêmes quantités; 
en effet, après la substitution, le coefficient de Cm est SA"', qui 
est nui. La proposition annoncée est établie. 

Il résulte de ce raisonnement et des expressions des dérivées de 
pu au moyen des puissances de pu que, si la fonction double- 
ment périodique n'admet dans le paraUélogi-amme des périodes 
que le pôle zéro, lequel est nécessairement multiple, elle est une 
fonction entière de ja « et de p' u. On reconnaîtra sans peine que si 
ce pôle unique est d'ordre n, ainsi que la fonction doublement pé- 
riodique /(«), celle-ci se mettra sous la forme A-f-Bp'«, A étant 
un polynôme en p u dont le degré sera égal à -■ quand n est pair, 
plus petit que — quand n est impair, et B un polynôme en pu 

dont le degré sera égal à — ;— quand n est impair, plus petit que 

« — 3 , 

— ^ — quand n est pair. 

-437. Dans le cas général, en procédant comme on l'a expliqué, 
f{u) se met sous la forme 



A, B, D étant des polynômes en pu. On parvient à celte même 
forme par un procédé un peu différent qui va nous fournir sur les 
polynômes A, B, D quelques renseigTiemenls utiles. 

Nous nous bornerons, pour simplifier, au cas oi» la fonctîon/((() 
n'a point de pôle ou de zéro qui soit nul; s'il en est autrement, 
le lecteur verra sans peine les petites modifications qu'il convient 
d'apporter à l'analyse suivante. 

En supposant que la fonction /(«) soit d'ordre n, on peut h 
mellre sous la forme (n" 391) 



^(a-l>,)S 



E—i:''. 
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OÙ C désigne une conslanie. On ne suppose pas que les nombres 
a,, «2, .,., a,t soient distincts, non plus que les nombres b,, 
b-i, ..., b,i; mais les premiers nombres sont nécessairement 
tous différents des seconds. On a alors, en tenant compte de l'é- 
galité (VII,), 



F(«) est une fonction doublement périodique d'ordre a/i, n'ad- 
mettant dans le parallélogramme des périodes que le pôle o; cette 
fonction F(«) esl donc de la forme A + Bjî'zf, où A et R sont 
des polynômes eu pu, dont le premier est de degré ii cfle second 
an plus de degré n^ 2. 

■438. Observons que le produit F(h)F( — a), toujours à cause 
de l'égalité (Vil.), est égal à 



Zabi. 



'-^-1^) iy - va,). . .{y ~ pa„){ y ^ pbC). ■ .(y — pl>„), 

oùy remplace pu; on aura donc 

k>-B^p'^u = A'-BH4y^-ffty-g-3) 

=^(0fff^^'D{y-pb,)(y-ph)...iy-pl>,.). 

Il résulte de là que le polynôme A- — B-{^y'^ g2y — ^3) est 
divisible par D et que le quotient, qui n'est autre chose, à un 
facteur constant près, que iy — pb,){y — pb-i). ..(y — pb„), est 
premier à D. 

Les fonctions ^j' --pu al z^f(ii'j -- ~- jy^— > à cause de ia 

relation p'- u -~ /\y'' — g^y — gt, sont liées par la relation 
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D'après ce cjue l'on vient de dire, cette relation est entière; elle 
est àix second degré en a, du n"^™^ degvé en y, enfin, le premici- 
membre n'est pas divisible pur un polynôme qui conlienne y seu- 
lement. Celle conclusion subsisterait dans le cas où la fonction 
/(«) admettrait quelque pôle ou quelque zéro qui serait nul. 

On observera encore que le premier membre de celte équation 
ne peut être décomposé en un prodnit de deux polynômes entiers 
en y, z, sauf dans le cas où B serait identiquement n\û, c'est- 
à-dire où z serait une fonction paire. En effet, il n'est pas divisible 
par un polynôme contenant^ seulement; il n'est pas divisible par 
un polynôme du second degré en s, sans quoi le quotient serait 
un polynôme en y seulement; il reste à supposer l'existence d'un 
diviseur du premier degré en s ; dans ce cas, les deux racines de 
l'équation en z seraient rationnelles en y, ce qui n'est possible 
que si B^(4jk' — ^a^K — S's) ^st un carré parfait; or cela n'a lieu 
que si B est identiquement nul. Ainsi, sauf dans le cas où B est 
nul, le premier membre de l'équalion considérée n'est pas le pro- 
duit de deux polynômes entiers en ^ et s; il en résulte en parti- 
culier que le discriminant de cette équation, considérée comme 
une équation enjK, n'est pas identiquemenlnul et que cette équa- 
tion a ses n racines distinctes, sauf pour des valeurs particulières 
de s, en nombre limité. 

439. Dans leur belle Théorie des fondions elliptiques, Briot 
et Bouquet sont allés plus loin dans la voie ouverte par LiouviUe 
et ont établi quelques nouveaux théorèmes parmi lesquels le sui- 
vant, qui est fondamental, 

Entre deux fonctions doublement périodiques, admettant 
les deux périodes ■n<i\, awa, il existe une relation algébrique. 



Y = J>(« I *"!> "ij). y = J''( w 1 wt, wa) 

et si l'on désigne par s et £ les deux fonctions de u considér( 
on pourra les mettre sous la forme 
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en désignant par A, B, D, X^ ill, (0 des polyn< 
mioamjK ciy entre ces relations et la relation 



D y. En éli- 



(P) 



= !<r'- 



on obtiendra une relation 

(y) R(s,()-'>,. 

qui devra être vérifiée quel que soit u. 

440. Inversement, si l'on considère un système de valeurs en 
z, t qui vérifient cette équation, il existera un système de valeurs 
y^y qui vérifieront les trois équations (a), (p); d'ailleurs, à un 
système de valeurs jk, .x' "ï'" vérifient l'équation (p), correspond, 
dans le parallélogramme des périodes, une valeur de u qui fait 
acquérir à pu, p' u les valeurs^, y'; par suite, tout système de 
valeurs de z, t qui satisfont à l'équation (y) peut être considéré 
comme un système de valeurs des fonctions S, t qui correspondent 

à une même valeur de u. 

R{3, /) est un polynôme en z, t. 

polynôme en z, dont les racines c 



peut être divisible par un 
;spondent aux valeurs de u, 
qui annulent simultanément «l, + il!)y et ©; il peut de même être 
divisible par un polynôme en t. Supposons, d'une façon géné- 
rale, que l'on ait 

R(^,0 = ?(^)'!'(Of|'i{s,OÇi!(-^- o---, 

cp(s) et '\{t) désignant respectivement des polynômes qui con- 
tiennent, l'un la variable z seulement, l'autre seulement la va- 
riable ï, et g, (z, f), 52(5, ()> ■ ■ ■ 1 tiésignant des polynômes ir- 
réductibles contenant les deux variables s, i; en disant que ces 
polynômes sont irréductibles, nous entendons que l'un quel- 
conque d'entre eux n'est pas le produit de deux polynômes. 

Quand on regarde dans l'identité précédente z el t comme les 
fonctions données de u, le premier membre est identiquement 
nul; le second membre est un produit de facteurs dont chacun 
est une fonction analytique de u; l'un de ces facteurs est donc 
identiquement nul; en effet, le produit de deux fonctions analy- 
tiques dont aucune n'est identiquement nulle n'est pas lui-même 
identiquement nul, comme on le voit de stiite en se reportant à la 
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règle de la multiplication de deux séries entières. Or il csL clair 
que les fonctions a{s), ^{t), regardées comme fonctions de u, ne 
peuvent pas être identiquement nulles puisque, dans le parallélo- 
gramme des périodes, elles ne s'annulent que pour un nombre fini 
de valeurs de u\ c'est donc un des polynômes (j', (2, ï), ^''2 (s, *),..,, 
qui s'annule identiquement quand on y regarde s et ( comme les 
fonctions données de u; nous le désignerons par Q{s, t). 

Nous allons monlrer que tous les polynômes (j'i(3,i), (j'2(3, ï), ... 
considérés comme des fonctions de s, t, sont identiques à Q{z^ t) 
Considérons, en effet, un système de valeurs z^, (q qui annulent, 
par exemple, le polynôme ^1(3, (); R(so) '0) est nul; donc, d'a- 
près ce que l'on a dit au début, il existe une valeur u„ de u qui 
fait acquérir les valeurs z^, ta aux fonctions z, t; puisque la fonc- 
tion 5(2, t) s'annule identiquement quand on j regarde 2 et ï 
comme les fonctions données de u, il faut que (J(aoi '0) soit nul; 
ainsi, toutes les solutions de l'équation (fi (s, i) ^= o vérifient l'é- 
quation 5(2, t) = o. Puisque les deux polynômes <^j,{z, l), (y(s, t) 
sont irréductibles, il faut qu'ils soient identiques à un facteur 
constant près. Le même raisonnement s'appliquant aux polynômes 
^2(3, î), . . . , il est clair que l'on pourra poser 

R(2,O=?(^)'l'(OtÉi'(^,0r, 

où V est un nombre entier, et l'équation (j{z-, t)=^ o jouit des pro- 
priétés suivantes que nous rappelons : elle est irréductible; elle 
est vérifiée pour tout système de valeurs des fonctions s, ( qui 
con-espondent à une même valeur de u; si l'on considère un sys- 
tème de valeurs 20, (0 qui la vérifient, il existe une valeur h^ de u 
qui fait acquérir les valeurs z^, l„ aux fonctions 2, t. 

•441. Désignons par m, n les ordres respectifs des fonctions 
doublement périodiques z, t. 

L'équation Ç{z, t) = o, considérée soit comme une équation 
en 3, soit comme une équation en t, n'a de racines égales que pour 
un nombre fini de valeurs de (, ou un nombre fini de valeurs de 2, 
puisqu'elle est irréductible. Considérons-la, par exemple, comme 
une équation en t, en donnant à z une valeur z, , pour laquelle 
l'équation ^(2,, i) = o n'ait pas déracines égales et qui, en outre, 
soit distincte des valeurs que prend la fonction s quand on y rem- 
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place u par l'une des valeurs qui annulent -^ — Ilj-aura alors, dans 
le parallélogramme des périodes, m valeurs distinctes de u qui fe- 
ront acquérir à 5 la valeur z^ ; désignoos-les par i(, , u^, . . ., Um, 
et désignons par (, , t^, ■■■■, t„i\es valeurs correspondantes de t; 
ces dernières valeurs vérifieront l'équation (["(S), ():= o; aucune 
autre valeur de t ne vérifiera cette équation dont aucune racine 
n'est double et dont, par conséquent, le degré en t sera exacte- 
ment égal au nombre des quantités (1,^2, . . ., t^ qui seront dis- 
tinctes. En particulier, si toutes ces quantités sont égales, ( sera 
une fonction rationnelle de 3. Un raisonnement analogue s'ap- 
plique au degré en z du polynôme 0(s, /). 

442. Supposons, en particulier, que ( soit la dérivée 5' = ^ 
de la fonction z : on volt tout d'abord qaily a une relation al- 
gébrique entre une fonction doublement périodique et sa dé- 
rivée. Cette dernière proposition, que l'on connaissait avant le 
ihéorème général, est due à M. Méray. 

Il est aisé de voir que cette relation 

S(', •■) = ■. 

est, en z' , de degré m égal à l'ordre de la fonction z. Nous mon- 
trerons pour cela que, si deux valeurs incongrues de u font acqué- 
rir à s la même valeur, elles feront acquérir à V des valeurs diffé- 
rentes. Cela résulte, ainsi que l'a fait remarquer M, Weierstrass, 
de ce que les égalités 

di ùi' ' ds^ ôs as' as"' as' ' 

déterminent sans ambiguïté les dérivées successives s", z'", ... en 
fonction de z, z', pourvu toutefois que la dérivée partielle ^ ne 
soit pas nulle- Si donc deux valeurs u,, Wj faisaient acquérir une 
même valeur à la fonction 3 d'une part, à la fonction z' de l'autre, 
elles feraient acquérir la même valeur as", à. z'", .... En désignant 
pour un instant par/((() la fonction z, on voit que les deux dé- 
veloppements de Taylor des deux, fonctions de h,/{u,-h h) et 
f(u3-\-k), seraient identiques; par suite, puisqu'il s'agit de fonc- 
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Lions analytiques, ces deux fonctions seraient égales pour toute 
valeur de h, el, en remplaçant ft par u — ?(,, on aurait donc, pour 
toute valeur de u,/{u-\-u2 — «,)=/(((), ce qui exige que u^ — «, 
soit une période; en d'autres termes, que les points u,, «2 soient 
congrueuts, contrairement à l'hypothèse. 

L'équation §{z, z') =: o est donc de la forme 

Z„5'"'-+- Z: i;'"'-i ■+-...+ Z„, = o, 

où Zo, Z|, . . ,, Zffl sont des polynômes en s; le premier est une 
constante, puisque, pour toute valeur finie de S, la fonction s' (dont 
les pôles ne sont pas distincts de ceux de z) a une valeur finie ; de 
pins, Z,„_, est identiquement nul ; en effet —^^ est, au signe près, 
la somme des inverses des valeurs de s' qui correspondent à une 
valeur donnée de ;. Désignons par u , , «a, . . . , Un, les valeurs 
de II qui correspondent à la valeur z; h,, «a, . . . , Um pourront 
être regardés comme des fonctions de 3, el la règle de dérivation 
relative aux fonctions inverses montre que l'on a 

i_ Z,„„, diii dui dit,,, _ 

"~ "z" ~~ Tu '^ ~d~s '^''"'^ ~di ' 

puisque la somme u, + u-j-h. . .-h «,„ est constante, on voit que 
le polynôme Z,,,.., doit être identiquement nul ('). 

443. Le théorème du n" 439 admet la réciproque suivante (^) : 
Si les deux fonctions doublement périodiques F(h), ^{u), 
admettant respectivement les périodes aw,, 2W3, aw,, aw',, sont 
liées par une relation algébrique, les quatre périodes se ré- 
duisent à deux, c'est-à-dire qu'elles sont des fonctions linéaires 
à coefficients entiers de deux périodes. 

Soit, en effet, 
(5) R[F(«), l>l«)J = n 

la relation algébrique entre F(i() et $(«); on en conclut, en po- 



( ' ) Bfiifii el Bouquet, Foncliorts doublement périodiques, 1" ' 
(^) Voyez I0BDÀ.H, Cows d'Analyse à l'École Polytechnique 
p. 3(4. 
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sant 3 ^ 2[AC0j + avtt)', -■- a/i(j,, oii [a, v, « sont des cnLÎcrs, que 

l'on a 

(0 R[F(«),*(«-;-S)] = o, 

comme onle Yoîl immédiatement en changeant d'abord, dans (a), 
M en u-+-9.nbii,ce qui n'altère pas F (ri), puis dans <E>{h-(-2 7î(o,) 
seulement, i( en u-\- 2^w'|+ ^vw'j, ce qui n'altère pas *(«). 

D'ailleurs, on a vu (') que, si les trois nombres aw,, 2l^>\, lu»'^ 
ne sont pas des fonctions linéaires à coefficients entiers de deux 
nombres, on peut choisir les entiers [i., v, n de façon à rendre S 
aussi petit qn'on le veut, en valeur absolue. H en résulte, puisque 
R[F(ii), <[>(« + 8)] est développable en série entière suivant les 
puissances de 8, que cette quantité, regardée comme fonction de 8, 
est identiquement nulle ; si l'on pose h + S = ;(', l'égalité 

R[F(,0, 4>("')1 = " 

sera vérifiée, quels que soient ii et ;(', et, par conséquent, quels 
que soient F{(t) et <&(«'); tous les coefficients du polynôme en 
F,* qui figure au premier membre seraient nuls. 

444. Revenons au cas général et reprenons les notations du 
n° 439; si les deux polynômes B et t!\> étaient identiquement nuls, 
z et t seraient des fonctions rationnelles de y et l'on formerait 
sans peine l'équation entre s et t, en éliminant^. Supposons que 
le polynôme Bne soit pas identiquement nul, on pourra procéder 
comme il suit : 

De la première équation (a), on tire y' et, en portant dans l'é- 
quation (^), on trouve, comme on l'a vu au n" à3S, 



(X) D=^-2A^-i 

cette équation est entière en z et y, du second degré en s, du 
^ième Jegré en y et elle est irréductible. Des deux équations (a) 
on tire, en éliminant y', 

, , Jl»B -AtI!) + iI',iD2 
(^) t= -^ ; 



CIT. I, p. .47-148. 
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le second membre est une fonction rationnelle en y. Si, entre les 
équations (C) et (-r\) on. élimine y, on formera une équation 

de degré m en t ; les m racines de celte équation, quand on donne 
à s une valeur particulière, sont les m valeurs que prend la frac- 
tion, rationnelle en y, qui forme le second membre de l'équa- 
tion (-/i), lorsqu'on y remplace j' parles m racines de l'équation (Ç) 
envisagée comme une équation en y. 

Ceci posé, supposons que l'équation (en () Q(a, () = o n'ad- 
mette de racines multiples que pour des valeurs particulières des, 
et soit «D une valeur de u qui fasse acquérir à la fonction a une va- 
leur ^0 distincte de ces valeurs particulières; soient t^, y^ les va- 
leurs des fonctions t, y pour u = u^. L'équation Q(S|>, t) = o ad- 
met la racine simple t^t^; d'après la théorie de l'élimination, 
les deux équations en^, (ïj) et (r,), dans lesquelles on remplace s 
et t par Sa el/o, n'admettent donc qu'une racine commune, et cette 
racine commune est nécessairement y,,; cette racine commune 
unique s'obtient par des opérations rationnelles; ainsi y^ s'ex- 
prime rationnellement en ïq, «„ ; le raisonnement s'appllquant à 
toutes les valeurs de «, sauf un nombre fini de valeurs exception- 
nelles dans le p ar '- Il élo gramme des périodes, on voit que y = pu 
est une fonction 'jationnelle de s et de t\ il en est de même de 



d'ailleurs toute fonction doublement périodique s'exprime ration- 
nellement au moyen àa y, y; donc(') : 

Si z et t sont deux fonctions doublement périodiques, aux 
périodes 2Wj, au^, si z étant d'ordre m, les m valeurs de t 
qui eorrespondent à une valeur donnée de s sont en général 
distinctes, toute fonction doublement périodique, aux périodes 
3tD|, ati)3, s'exprime rationnellement au moyen de z et t. 



(>) Cette proposition est contenue comme cas particulier dans un théorème 
de M. Weierstrasa relatif auï fonctions sr fois périodiques de r variables {Crelte, 
I. 89; Œuvres, t. II, p. 1Î2). 
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■445. Ce théorème s'applique en particulier an cas où t est Ja 
dérivée de ; (n" ^iâ). Ainsi, toute fonction doublement pério- 
dique est une fonction rationnelle d'une fonction doublement pé- 
riodique arbitraire, admeltant les mêmes périodes, et de sa dé- 
rivée. Cette dernière proposition, qui est une généralisation du 
théorème de Liouviile du n" 433, est due à Briot et Bouquet. 

Si F(u) est «ne fonction doublement périodique à périodes 
aw,, 2W3, il en sera de même de la fonction F(«-i- p) regardée 
comme une fonction de u; la fonction F («+i') est donc une fonc- 
tion rationnelle de F(h), F'(h); il est à peu près évident que les 
coefficients de cette équation sont des fonctions rationnelles de 
F(c),F'(c), dont les coefficients ne dépendent ni de a ni de c. 
Au reste, il ne subsistera aucun doute dans l'esprit du lecteur s'il 
remarque que F(w + p) peut s'exprimer rationnellement au moyen 
de p(ii-i- a), p'(M-t- f) par exemple; que, en vertu des formules 
d'addition (VIIî), ces quantités s'expriment rationnellement au 
moyen de pu, pc, p' u, pV, et qu'enfin pu, p' u s'expriment 
rationnellement en fonction de F(«), F'{u); tandis que pc, p'v 
s'expriment rationnellement en fouction de F(f), F'(c), d'après 
le théorème précédent. Ainsi F(kH-i') s'exprime rationnelle- 
ment au moyen de F{k), F{c), F'(u), F'(c). 

En prenant la dérivée de cette fonction rationnelle par rapport 
à H et en tenant compte de ce que la fonction doublement pério- 
dique F"((() s'exprime elle-même rationnellement au moyen de 
F(h), F'(i/), on déduit du théorème précédent que la fonction 
F'(« ■+- c) est elle aussi une fonction rationnelle de F{i£), F'(m), 
F(f), F'{i'). Il en est de même des dérivées de tous les ordres de 
la fonction F(i/ -(- c). Les mêmes résultats s'appliquent d'ailleurs 
à la fonction F (ii-)-!' -h c), où c désigne une constante quelconque, 
puisque F(ii-\-f + c) est une fonction rationnelle de F(M + r) et 
deF'(«-hi'). 

446. Si œ^F(u) est du second ordre, sa dérivée F'{u) est 
égale (n" 433) à la racine carrée d'un polynôme /{.ï;) du troisième 
ou du quatrième degré; si l'on pose en outre_>' = F{c),3 = F{w), 
on en conclut que, si u, c, fv sont liées par la relation 
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OÙ c est une constante quelconque, s et \//(3) s'expriment ra- 
tionnellement en fonction de x, \Jf{s:), y, \Jf{y)- C'est encore 
un cas particulier du célèbre théorème d'Abel ('); il se réduit, 
pour i( ^ o, à une proposition due à Euler, sur laquelle nous 
reviendrons au Chapitre IX, proposition qui a été !e point de dé- 
part des principaux travaux des Géomètres qui ont fondé lathéorie 
des fonctions elliptiques. 

447. Revenons an cas général où F(«) est d'ordre quelconque. 
Comme F'('0' F'((^) sont liés à F(«), F{i^) par des relations 
algébriques 

(,;ilHa),¥\u)\^o, g[F(.),F'(.)] = o, 

on conclut, du théorème démontré au n" 44^, qu'il y a une rela- 
tion algébrique 

H[F(« + -),F(«),F(0]=o 

entre F(i( + f), F(u), F (y), dont les coeffi-cienis ne dépendent 
pas de u et de v- 

Quand une fonction F(«) jouit de cette propriété, on dit qu'elle 
a un théorème algébrique d'addition. Toute fonction doublement 
périodique F(«) a donc un théorème algébrique d'addition. 

Quand une fonction F(m) jouit de la propriété que F(« + i^) 
est une fonction rationnelle de F(i;), F(c), F' (h), F'(i'), on dit 
qu'elle admet un théorème algébrique d'addition univoque. Tonte 
fonction doublement périodique F(«) admet donc un théorème 
algébrique d'addition univoque. 

448. Il convient de rapprocher des théorèmes que nous venons 
d'établir d'autres théorèmes qui peuvent être regardés comme 
leurs réciproques. La démonstration de ces théorèmes repose sur 
des propositions de la théorie des fonctions que nous avons voulu 
éviter. Ce sont eux qui servent de point de dépari à l'exposition 
magistrale de la théorie des fonctions elliptiques que M. Weier- 
strass a donnée dans ses Cours à l'Université de Berlin (^). 

La fonction analytique la plus générale, ayant un théorème 



(') Œmres, i. I, p. i/|5 (nour 
1.^) ScKwaaa, Formules, eic, i 



y Google 



SUITE DES THÉOUÈMES GÉNÉRAUX. gl 

d'addition univoque, ne peut être qu'une fonction analytique iini- 
voque se comportant aux environs de tout point fini comme une 
fonction rationnelle : elle ne peut avoir, dans une région finie 
quelconque du plan, qu'un nombre fini de pôles; elle ne peut 
prendre, dans cette région finie quelconque du plan, qu'un nom- 
bre fini de fois une valeur déterminée arbitrairement fixée. On en 
conclut qu'elle ne peut être qu'une fonction rationnelle, ou une 
série entière, ou le quotient de deux séries entières. On démontre 
d'ailleurs que, dans ces deux derniers cas, elle est nécessairement 
périodique; mais les fonctions univoques périodiques ne peuvent 
être, comme nous l'avons montré (n" 83), que simplement ou dou- 
blement périodiques. 

Les fonctions doublement périodiques ont toutes un théorème 
algébrique univoque d'addition. Relativement aiix fonctions sim- 
plement périodiques ayant un théorème algébrique univoque d'ad- 
dition, on démontre qu'elles sont des fonctions rationnelles de 

e"' , où u est une constante ; d'ailleurs, les fonctions rationnelles 
de u ont évidemment un théorème algébrique univoque d'addi- 
tion. Ainsi, les fonctions analytiques de «, ayant un théorème al- 
gébrique univoque d'addition, sont les fonctions rationnelles de «, , 

les fonctions rationnelles de e " et les fonctions doublement pé- 
riodiques, lesquelles sont des fonctions rationnelles de pu et de 
p' u construites au moyen de périodes convenablement choisies. 
Plus généralement, on démontre que toute fonclion analytique 
qui admet un théorème algébrique d'addition, dans le sens qui 
a été expliqué plus haut, est une fonction algébrique de u, ou une 

fonction algébrique de e " , ou encore une fonction algébrique de 
la fonction pu construite au moyen de périodes convenables awi. 
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CHAPITRE IV. 

ADDITION ET MULTIPLIC.^-TION. 



I. — Tiiéorèiiies d'addition pour la fonction pc. 

449. Nous avons rencontré, à plusieurs reprises, les formules 
relatives à l'addition de l'argument dans les fonctions double- 
ment périodiques. Nous allons maintenant nous occuper plus 
spécialement de cette question. 

Rappelons d'abord les formules (VIlj) établies à nouveau au 
n" 396, et d'où l'on déduit immédiatement les relations 

(CIH.) ' _ ' 



(OUI,) 



p|,.^», + p(„-»)-,p. = . (P..-P.,. 



p(«+«)-p("i-«)- 



^ - p "■ p a- , 
(p"-p")"' 

;£» p^, _ 



[P(» + «)-P«] 

La quantité 

p,„.,)^PC-„,. '-'"-p'-^^;-/'-"""-'-°' 

est symétrique par rapport à « et a, et c'est une fonction paire 
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de (( et de n; le second membre doit pouvoir se mettre sous une 
forme qui mette ces propriétés en évidence; en exprimant tout 
en fonction entière de pu, développant et réduisant, on trouve, 
pour le numérateur du second membre, 

on a donc 

Celle équalion, avec Ja seconde Jes éqiialions (('IIL), conduil 
immédialemenl au résultat suivant : 



Le lecteur établira sans peine, au moyen de 
relations (') 



(5) p(«±<,) + p« + ,.a = - 



(Clll) 



(pupo^-Çy+S-.dJ-^Po) 
|(6) ,(„-,-«,„(.,.-»)= ^±^^^^. . 

s la relation 

^ ' " "^ "■' (p u -^- pa) (■ipii pa - -} ffi) — gi'^rp' u p' a ' 



(Ctll,) P(2") - ^4^^ 

Ainsi pu est une fonction rationnelle de p ( " \ , donc aussi de 
p/ii- j où m est un entier positif quelconque; c'est là un cas 
particulier d'un théorème que nous établirons dans le paragraphe 



(') Voir ScHWiR?., Formules et propositions pour l'emploi des fonot 
elliptiques, IraJiiction de M. Padt?; article lî. — C'esl à cette édition frant 
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biiivatit. En faisant )( =-- a dans la formulfi (Cilla), on a immédia- 
temenl cette seconde expression de j}(2i/), 

(CIII,} p(5„)^.,p«=^^^ 

450. Si l'on pose, poiir abréger, 

. = .(« + «), r = i>», ^ = l'j^' 

on peut écrire les relations (Cni„), (CHI^), (VII3), 

{a: — j,a)(y—-f,a) = - fa^z-p'a, 

en éliminant x et y entre ces trois relations, on a 

Nous savionsdéjà,parle théorème de Liouville(n'' 433), que loule 
fonctions doublement périodique dii second ordre de la variable (/ 
vérifie une équation différenlielle de la forme (^1 =^/(e), où 
/( z) est un polynôme du troisième ou du quatrième degré en s ; 
nous connaissons maintenant la forme particulière de ce poly- 
nôme pour !a fonction r --= - — ; celte forme nous sera 

r 'i pa — pa 

mile plus loin. 

iSl. Considérons la fonction de (( 



/(«)- 



P^ P'û I 



où a et 6 sont des constantes. Il est clair que /(«) est une fonc- 
tion doublement périodique du troisième degré et que o est un 
pôle triple, sauf dans le cas où le coefficient de p' u s'annule, 
c'est-à-dire sauf dans le cas où l'on a 
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esclnons ce cas pour le moment; la somme des zéros dans le pa- 
rallélogramme des périodes doit ôire connue à la somme des 
pôles, c'est-à-dire à o; puisque a et b sont des zéros distincts, i! 
faut que le troisième zéro soit — a — b; on en conclut l'égalité 



criante 






r p{a^ù) —p'{a+0) 


h) 


( pa p'a =1., 




I p/i p'b 


si l'on vci, 


a, le tliéorème équivalent : la congrueoce 




„-■-h-^- c^.= ,' (modd. -i 



entraîne l'égalitc 



Cette égalité subsiste évidemment si l'on a b^^ c; elle n a plus 
de sens si l'on suppose 6 e= — c, patsqii'il faudrait alors qu'on eût 
a ^ o, en vertu de la eongruenco supposée, 

iSâ, Observons encore que, d'après le n" 391, on peut écrire, 
en conservant à f{u) la signification du précédent numéro, 

/(■.)^c ^'"--'^"-; ^l^iii^°--'i-'. 

pourvu qu'on n'ait pas « e^ ± t; on déterminera la constante G 
en égalant les coefficients de-^ dans les deux membres dévelop- 
pés suivant les puissances ascendantes de u, savoir : 

-a(p6-,p») = -. ^^^^^^ 

pour le premier, et 

pour le second; on en conclut la valeur de C et la relation 
T pa î> c - tf^aJ^i^'^H 
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Il est bieo aisé de vérifier que cette identité subsiste dans le cas, 
que noire démonstration exclnt, où a serait congru à 6, modulis 
2 u)( , 2(ù3. Si, dans cette identité, on suppose a^G),, 6^(1)3, en 
se rappelant c|iie l'on a (VU,) 



pW3— J)W,= - 



C'est de celle égaillé qu'on a déduit, mi n° 98, l'cqu; 
renlielle à laquelle satisfait la fonclion p». 

4o3. Si l'on a 

a ^ b -■- c^^o ( (110(1(1 . 

le déterminant 

Il p« p'a 

il pc p'c 

est nul; si donc on exclut le cas où l'on aurait pa-^ pb --^ pc, il 
existe deux nombres (')X, ^, tels que l'on ait 

P'C = Xpc -r- |i. 

D'ailleurs les couples de quantités p'a, pa; p' b, pb; j.t'c, pc, 
mis respectivement à la place de X', X dans l'égalité 

vérifient cette égalité. Les quantités pa, pb, pc vérifient alii'^l 
l'équation 



si donc, comme nous le supposerons dans la 
quantités ne sont pas égales, on aura idenliqm 



, deux de CCS 



(') Foir Halphen, Théorie des Fo»c 



elliptiques, t. î, p, 3o, 
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c'est-à-dire 

1 P«-i-p&-i-pc = iX^, 

(P) l pO pc -i- pc pa -i- pa pb = —\{gi-t-i\jj.), 

{ papbpc=l(g3-h^^). 

En remplaçant dans ces égaillés ). et ^ pur leurs valeurs ûri 
des équations (a) qui donnent 



^ p6p'c — pep'6 _ pcp'a^pap'c _ pap'b~pb p'a ^ 
pb—pc pc-pa pa—pb 

on obtient une série d'identités qui tontes seront des conséquences 
de la congruence 

a^ />-hc = o (modd. 20),, 5«j), 

et parmi lesquelles figureni en première ligne celles-ci 

, I /p'è — p'c\' I /p'c — p'(t\5 1 / p'a--^p'b\^ 

qui équivalent évidemment à l'égalité (Cllïi), dans laquelle on a 
pris les signes supérieurs. 

On a supposé que deux des quantités pa, pb, pc n'étaient pas 
égales. En tenant compte de la continuité, on voit de suite que si 
l'on suppose deux de ces quantités, mais non trois, égales, celles 
de ces égalités où ne figure pas un dénominateur nui devront sub- 

Si l'on élimine }> et [i. entre les trois équations (fi), on parvient 
à l'égalité 

' ={-lP'^pbpc — g-s)ipa + pb-f-pc), 

qui est encore une conséquence de la congruence 

a-hb^c = 'y (modcl. aw,, aiuj), 

Cl même des diverses congraences 

a±b±c = o, 
T. et M, - III. 7 
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mbres ne cliana;en 



45^. Nous nous contenterons de citer les relations suivantes, 
que le Jectcur établira sans peine en se reportant au type le plus 
général d'une fonction doublement périodique donné an n" 391 
et aux formules (ClIIifl), (VU,), relations qui ont lieu quels que 
soient a, 6, c, 

- - (pbpc -i- p c p a -^ pa pb ^ y j 



c!(a-: 



c)^(< 



h6-c)rf(«-& + c)J(-.^-f 



^-(p0^pc)Hpa-p{b-^o)][pa^p(b-a)] 
^.-(po-pay[pb~p(e+a)][pb-p{c~a)] 
= ^{pa-pby[pc-p(a + b)][pc-p{a-b)]. 



Signalons aussi l'égaillé 
/ p'a-p'b 



-p'd p'(a-hb) — p'{c 



-pd p{a+b)-p{c-^d) 
'■"""'" 1 ^ P'a-p'e _^ p'b—p'd _^ p'(a -i- c) — p'(6 -n rf) ^ 
( pa^pc pb — pd j,(«-Hc) — p(é-.-(/) ' 

qui a lieu quels que soient n, b, c, d. Elle se déduit immédiate- 
ment de l'identité que l'on obtient en remplaçant cbaqne fraction 
paria différence des fonctions ^ à laquelle elle est égale, d'après la 
première des formules (Vlla). 

455. Nous allons (') maintenant établir le théorème général 
dont les égalités (CIIIi), (ClIIs) sont des cas particuliers. 
Si l'on pose 

P"o p'iie ■■■ j->'«-"«o 



'on regarde cetle fonction comme une fonction de U(j, elle 



(•) Voir KiEPEiiT, Journal de Crelle, t. T6, p. ; 
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n'admeltra daûs le p a rallélog ranime des périodes qu'un seul pèle, 
le point o, et ce pôle sera d'ordre n+ i; ce sera donc une fonc- 
tion doublement périodique, d'ordre /i + i, si lontefois, comme 
nous le supposerons d'aliord, le coeffîcienl de p"'~'hiQ, que l'on 
peut représenter par { — i)"/i{'«i, î's, - ■ -, ««)' ^'^^^ P^s nul : 
/,({(,, Mj, - . ., u,t) est un déterminant de même nature que fg. 
Ce déterminant /o, regardé comme une fonction de «„, a un pôle 
unique dans le parallélogramme des périodes : ce pôle est congru 
à zéro; le coefficient de —^n' dans le développement suivant lo 
puissances ascendantes de «n, est 

{- !)««!/,(«„ «,. ...,-<„); 

H,, «2, ..., «H sont H zéros incongrus de fa, le (n + i)'"""" zéro est 
donc — (ii| + W2 + ...+ u,i), en supposant que cette quanlilé ne 
soit pas nulle : par suite (n" 391), on peut écrire 



Cu ne dépendant pas de u^; on trouve la valeur de u^ en égalant 
les coefficients de --;;:^ dans les développements des deux mem- 
bres, suivant les puissances ascendantes de ho; on obtient ainsi : 



I J'(li|— Mi|)j'(Mt— «o). ..?■(«„— [t„)3'(Ko^- ;ti-i-...^- it„) ^ 






en traitant le déterminant /, de la même façon que /„, en conti- 
nuant toujours de la même façon et en observant que l'on a 

^ '. I p(i.._,) j ^ _ ^(^„-».„^,)a-(a„+R„-.) 

■^" ' I [ ,p(M„) I ffi«„tfni„_i ' 

on obtient une suite d'égalilcs qui, multipliées membre à membre, 
donnent 

où le produit est étendu à tous les systèmes de nombres (a, P) 
formés par chacune des combinaisons des nombres o, i , 2, . . ., /t 
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pris deux à deux, dans lesquelles le premier nombre est toujours 
supérieur au second. A. la vérité, cette démonstration suppose 
qu'aucune des sommes «1+ «2+---+ Un, «1+ «â + ...+ m«, ..., 
"n_i+ u„, Un n'est congrue à zéro modulis 2W,, 20)3; mais ta 
considération de la continuité montre que la formule doit sub- 
sister, pourvu qu'aucun des nombres «oï "u 'fj, ■ ■ -, Un "e soit 
congru à zéro. 



II. — Multiplication pour la fonction ph. 

■4S6, La formule précédente peut se transformer en supposant 
que quelques-unes des quantités Hq, Wi , • ■ - , Ua tendent vers une 
même limite; nous supposerons par exemple qu'on y fasse 



et que h tende vers zéro. 

Observons d'abord que si l'on considère un déterminant dat 
lequel les éléments d'une colonne sont «oi «i^ ■ ■ -. «m on pei 
■remplacer ces éléments par les différences 



3«|+ «u, 



-(— 0"«o, 



pourvu qu'on fasse la même chose sur les autres colonnes; si l'on 
cflectue cette transformation sur le déterminant/"), et si l'on re- 
marque que l'expression 

+ ^^^- ?[" + ("■- ^)''J +■■■-(- ■)"?(«), 

développée suivant les puissances entières de h, fournit comme 
premier terme A" (f <"*(?(), on voit de suite que le premier terme du 
développement, suivant les puissances de A, de 



y Google 



MULTIPLICATION. 



a le produit de h^ par le dcterminant 



D'im autre côté, le second membre de l'égalité {GIIIis), si l'on 
ne tient pas compte du facteur numériqiie qui est en avant, se ré- 
duit à 

tf[(» + 1)1^1 a-"(A)tf"-i(^A)g-'-^(3/0...tf^[{»-i)A]o-(«A) 

tf"+l((tf'^!{!(-l-/i)*""("^-'^'0.-.0'"+'(» + '*/<) 

et si l'on remarque que la limite, pour h = o, de 



est évidemment égale à i! 2! ... n!, on voit que, en égalant dans 
les deux membres les coefficients de la plus basse puissance de h, 
on obtient l'expression de— t™r:jyj~--~i; après avoir changé /i en 
rt — i, nous écrirons le résultat sous la forme suivante : Posant 



457, Cette formule mérite de nous arrêter quelques instants. 

D'après sa définition, et les propriétés élémentaires de la fonc- 
tion rf, le premier membre est une fonction doublement pério- 
dique, d'ordre n^ — i, admettant o comme pôle multiple de cet 
ordre; elle est donc, suivant que n est impair ou pair (n° 436), 
de l'une on de l'autre des deux formes A, Bp'w, en posant 



B = èor'"' 



(>i = av + 
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f est mis à la pJaccdc pu, cl Oo, a,, ..., «av'+svi ^oi ^i' ■■■■, ^2^-2, 
sont des coefficients numériques queTon peut déterminer en déve- 
loppant les expressions précédentes suivant les puissances ascen- 
dantes de u et en identifiant avec les développements anaiognes 
■ On trouve ainsi aisément 



^'•■'{u)- 



p'«tf'.'(«) 



Dans tons les cas, ^^(w) est un poljnome en y dont le premier 
terme est »y~', 

468. Proposons-nous de former autrement les polynômes Act 13. 
Les zéros de W„ ( u) sont simples et s'obtiennent en donnant à clin- 
cun des nombres p et y, dans la formule 

77, valeurs entières quelconqiies telles que la différence de deux 
d'entre elles ne soit pas divisible par n, et en excluant toutefois 
la combinaison pour laquelle les deux nombres p, g seraient tous 
deux divisibles par n. Si l'on pose, comme au n" 372, 



»(..- 


a/-o)i-!-a7wa\ 


I',1{ ) 


_ 2/)0)|H-2ÇW3 



Jj'\,Vy(« 



OÙ p, q prennent les systèmes de valeurs qu'on vient de dire, ad- 
met les mêmes zéros et les mêmes pôles : c'est une fonction dou- 
blement périodique, comme il résulte très aisément des for- 
mules (XIIî), et, comme dans ce produit le coefficient de -^^ est 
(— i)«'-i = {— i)""', tandis que dans ^^(m) il est égal à 11, il est 
clair qu'on a, dans tous les cas, 



■i)"-"ï4'0 = 



n 



■(') , 
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en écrivant, comme nous le ferons dans la suite, Xp^^ à la place 

Si n est de la forme 2v + i , on pourra prendre pour p, q les 
valeurs — v, — v -h i , ■ - - , -- i , o, i , . . . , v — i , v, en excluant 
la combinaison p^^o, q=o. On est ameué à grouper dans le 
prodiiil les facteurs tels que dans l'un les indices soient les mêmes 
que dans l'autre, changés de signe, de manière à pouvoir utiliser 
la formule (VII|). Ce produit s'obtiendra, d'une part, en groupant 
les termes pour lesquels p est nid , ce qui donne 

d'autre part, en prenant deux lignes de facteurs pour lesquels p 
ait des valeurs égales et de signes conli'aires, ce qui donne 

et eu donnant ensuile les valeurs i, 3, . . , , v à /). En résumé, la 
fonction ^av+i (**) est représentée par la fonction entière en pu. 
de degré v + [v(:jv + i)] ^ — ^ — que voici 

7^v /■ = " <l^*'' 

(CIVs) 'Piv+i(«) = (v/ + .) J'|(p«-p<i„,,,) JJ JJ(j>«-p«„,,), 
(1 = 1 ,1 = 1 7 = -v 

Quand n est pair, on peut, en posant n = îv, donner à /', q les 
valeurs — v + i, .,., ^ i, o, + 1, . .., v — 1, v, en excluant tou- 
jours la combinaison (0,0). On groupera exactement de la même 
façon les facteurs pour lesquels aucun indice n'est égal à v, et ce 
groupement fournira v — i-|-(v — 1} (27 — i)^ ^v (v — i) fac- 
teurs du premier degré en p u. Il restera à effectuer le produit 





A,,vXo,.Av,c JjA,p,„, 


A,-;,,„ JJ.V,,j^l,v,- 


Mais on a 


«H» = ^'o, Jl-.v,v- 


S.o, =.Vv-ïso; 


et, par suil 


-e (XI,), 


^-ap-u; 
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fl'ailledrs, on a encore 

■Â!p,v'^-p,v= t'»,^v ^''s-p ,-v = P" — P("ij^- <^ji,ii)t 

et l'on voit finalement que, lorsque n est égal à 3V, on a 

(GIV,) ir„(«) = p'«.B, 

oii B est la fonction entière en pu de degré ['2v(v— i)]-4- 2'J — a 
ou que VOICI 

= ^vj"|[p,.-p(,„,+ „,,„)j]^|[p,,-p(.>,+ a„,,,)] Jl ]"| (p^>-p«p, 

On reconnaît aussi aisément que l'on a toujours, que n soit pair 
ou impair, 

en supposant que p, q parcourent séparément un système de n va- 
leurs entières, telles que la différence de deux quelconques d'entre 
elles ne soit pas divisible par n, en excluant la comljinaison où les 
deux valeurs de/j, ç seraient divisibles par n. 

459. L'expression (CIV2) de '!"„((() n'est pas commode pour 
obtenir explicitement les fonctions entières A et B de i>u. Mais il 
est aisé de trouver une relation récurrente qui permette de calculer 
de proche en proche ces expressions. 

Si, dans l'équation (Vils), on remplace respectivement «, 6, 
c, u par ai/, '^u.,'^u^%u^ a^a.^ P' Y' ^ *'*'^'- ^'^^ nombres entiers, 
puis que l'on divise par une puissance de du dont l'exposant soit 

il vient 

Wfi.,.^irfi^ltV+6W„-g-4- ïr.i.+„W,.^aWpvEirfl-£-i- W„+plF„-p'Fj+siIVS= o- 

de cette formule, on peut en déduire plusieurs autres propres au 
calcul de nos polynômes. Si, pour un entier négatif ou nul quel- 
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inque n, on pose encore 






il vient, pour p ^ m, fr^n, a =-= i , 5^ o, 

puisque, comme on lo vérifie aisément, on a 

W-ri = 'Fa T'a = o Wi = 1 ■ 

en prenant m ^ w H- i , on a donc 

Win+i = I'm 1-5 "F" ^''ii-l 'F^i, ' 

de même, en changeant m en « + i et « en ;î — i , on trouve 
iF-;„iF5 = (iF„+5iF,2,_| —iF ,,-5^,1+1 )iF„. 

Ces diverses formules permeHenl de calculer les polynômes W» 
quand l'indice esl supérieur à 4, a« moyen des polynômes d'in- 
dices inférieurs ; W^ est égal k — p' u, ^3 et ^^ se calculeront di- 
rectement au moyen, de la formule (CIV2), en tenant compte des 
expressions {XCVII) des cinq premières dérivées de pu en fonc- 
tion des puissances de pu. 

On trouvera, dans le Traité des Fonctions elliptiques d'Hal- 
phen, des procédés intéressants qui permettent d'abréger beaucoup 
ces calculs. 

460. 11 est maintenant bien aisé d'obtenir p{nu) an moyen de 
la fonction W„(h). En elFet, la relation 






^\in + i)u-\g{{n-i)u\ 



donne immédiatement 



(CIV„) p{nu)- 



W„-|.|(h1'F„-,(-«) 



et l'on a, par conséquent, p{nu) en fonction rationnelle de pu 
pour lout entier positif 7î. 
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III. — Théorèmes d'addition pour les fonctions f, su, en. fin. 

■461. Nous avons donné ans n°= .405-406 les formules d'addi- 
tion pour les foncLÎons ^, sn, en, dn. Le procédé suivant, où toiiL 
ce qui est essentiel appartient (') à Abel, permet d'obtenir, 
pour ces fonctions, le théorème d'addition sous une forme très 
générale, d'où le lecteur tirera sans aiicnoe difficulté les formules 
que nous venons de rappeler. 

Sohy^'i{u) l'une quelconque des fonctions ^(^(k), ^ao(")) 
%a{f')j et soit z =y'^- Il est clair que l'cspression 

■î>(î)-F(s)H-^'/(3), 

où s'est misa la place de -j- et où F (s), /(s) désignent des poly- 
nômes entiers en s, des degrés respectifs n si n — 2, est une fonc- 
tion doublemeut périodique à périodes au)), aws, qui n'admet 
qu'un pôle dans le parallélogramme des périodes, à savoir, le pôle 
de la fonction ^ que désigne j^'; ce sera soit o, soil lOa; ce pôle est 
d'ordre 2n; c'est aussi l'ordre de la fonction doublement pério- 
dique. La somme des affises des pôles (confondus) de *{s) est, 
dans tous les cas, congrue à o, moduUs aw), awj; il en est de 
même, par conséquent, de la somme des affixes des zéros. Si donc 
on détermine les ■m coefficients des polynômes F(5) et /(s) de 
façon que ^(s) s'annule pour les valeurs «,, u-^, . . ., «î«_i at- 
tribuées à «, ou, si l'on veut, pour les valeurs z^, z«^ . . ., S2h_i 
attribuées à s, celle même fonction s'annulera pour la valeur 



ou pour la valeur correspondante z-^,, attribuée à z-. Les valeur; 
des coefficients de F(s) et de f{z) s'obtiennent aisément soui 
forme de délerminanis. 



(') Voyez : Abel, CEavres, a" édit., t. I, p. 53?. — Bhioschi, Comptes rendus 
de l'Académie des Sciences, t. LIX, p. ggij. ^ Cayliïy, Journal de Crelle, t. 41, 

p. 37. — GuNTHER, Journal du Crelle, t. lO'J, p. 21^. 
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Ceci posé, la fonclion 

w(^) = [F{^)r— vn/(^)r 

est un polj-nome en 3 de degré ara. En effei, 3'- est un polynôme 
en s du troisième degré, comme il résulte du théorème établi au 
n" 433, et comme on le \éririe sans peine au moyeu des formules 
qui donnenl les dérivées des fonctions ^ : ce polynôme du troi- 
sième degré est évidemment divisible par 3. Par suite, si l'on dé- 
signe par <ï(| et a„ le premier et le dernier coefficient de F(3), le 
premier et le dernier coefficient dn polynôme W{ s) seront respec- 
tivement «J et rt,^. 

Mais les valeurs de 3 qui annulent '!*(-) sont =,, z.., .... :i.,„ et 

d'où l'on tire une série d'identités en égalant les coefficieuls des 
diverses puissances de s; en particulier, si l'on suppose s = o, on 



et, par suite, en extrayant la racine carrée 



j', , ^2, , . ., y-i„_\ étant mis à la place de ;((i|), ^(''a), ■ ■ ■ ■ 
ï(«2«-i)i o*^ ^ ainsi exprimé le premier membre en fonclion ra- 
tionnelle des quantités S(«i), ^(«2), ..., ^{«aM-Oî 5'("i)i ■■■' 
?{wïH-i)i comme il résulte évidemment de la forme de ««, a^ et 
de ce que l'on a 3'^= 2 5(«)ï'{«) = 'i.yy' ■ 

462. Il est d'ailleurs aisé de mettre en évidence dans a^ le facteur 
y\y'î- ■ .^aw-i et de déterminer le signe qu'il convient de prendre 
devant le second membre. Tout d'abord, on voit que, en faisant 
abstraction des signes, i{u, + iia+.-.-h U2„-i) se présente sous 
la forme du quotient = de deux déterminants A, B de l'ordre 
2/1 — 1; les lignes de rang /■ de ces déterminants s'obtiennent en 
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remplaçant ;/ par 
el daBS 



'-'y, 



yy ■ 



Quanlau signe,ilsedétermmeaisément [ensupposanty=Ena(w)]i 
si l'on imagine que les quantités «,, u^, . . ., ih„_.\ soient infini- 
ment petites du premier ordre; le terme principal de 



îoa ( Hl ^- «2 -f 



est alors «) -H u%-\ 



parties pri 



pales des lignes de rang 



éléments, réduits à leurs 
r dans A et dans B, se ré- 



présentent respectivement 

inversions, si l'on convient de dire que deux termes présentent 
une inversion lorsque le premier de ces termes, en commençant 
par la gauche, est plus petit que le second ; on en conclura faci- 
lement que le premier déterminant est égal au second multiplié 
par (— i)«-<(i(,-f U2 + ...+ M..«-i); on a donc en général 



U("i- 



-0 = (-.)"- T.- 



463. On reconnaît de suite que le rapport ^i quand on rem- 
place ^j'r 'i^ y'r par ^'-/n "^y'ri ^^ reproduit multiplié par î.; d'après 
cela, en se reportant aux formules (LX), on voit que, si. l'on 
ajoute (o„ à chacune des quantités H|, u^, ■■■, «^n_i. i'égalilé 
prend la forme 

ïao(w,-i- «5-1-...+ «2„_i) = (—')""' -ô' 
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en supposant que, dans A et daas B, yr, y'r représentent ^«o («(■)) 
^a.a{ur) '■ si l'on ajoute au contraire to^à chacun des arguments m,, 
«;, ..., i(2/)_), on trouve de même 

cette fois, dans les déterminants A. et B, y^ et j^ représentent 
Enfin, on a de même 



fll(( 


Y|+MS+. 


..+ w.«-, 


) = (- 


1)1.-1 


cn(( 


^+«.+ . 


..+ «=,.-, 






dn(( 


ïi '^- Ki -i- . 


..^-«,«-1 


.-^ 





OÙ, dans A et B, yr^i'i y',, représentent respectivement sn^^i sn'»rj 
cnur, en' Ur, dn«r, dn'Hr- 

Comme on peut supposer que ii->ii^\ est nul, les formules pré- 
cédentes sont générales. 
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CHAPITRE V. 

DÉVELOPPEMENTS EN SÉlïll^lS THIGONO.UÉTRIQUES. 



I. — Développement de logSr(y), de ses dérivées et des fonctions 
doublement périodiques ordinaires. 

4tàé. On a vu l'importance des développements des fonctions 
3(y) en séries trigono m étriqués, séries qui procèdent suivant les 
sinus ou les cosinus des multiples as fi: ei qui mettent en évi- 
dence les propriétés essentielles de ces fonctions. Les développe- 
ments en séries trigonom étriqués que nous donnerons dans ce 
Chapitre ont également une grande importance, surtout dans les 
applications de la théorie des fonctions elliptiques; mais ils pré- 
sentent, ponr la pUipart, un caractère très différent de celui des 
séries relatives aux fonctions 2r{w) '. ces développements, en effet, 
ne sont plus convergents pour toutes les valeurs imaginaires de 
l'argument. 

Nous nous occuperons d'abord de quelques-unes de ces séries 
qui se déduisent immédiatement des formules relatives aux fonc- 
tions 2r{c) : elles concernent les logarithmes de ces fonctions et 
leurs dérivées logarithmiques. 

A&S. Commençons par rappeler la délinition de la fonction élé- 
mentaire logEimtc. 

Les diverses déterminations de cette fonction sont régulières 
pour tous les points c qui n'annulent pas sinTiy, c'est-à-dive pour 
les points dont l'affixe n'est pas un nombre entier. Les points 
pour lesquels la fonction n'est pas régulière étant tous rangés sur 
l'axe des quantités réelles, il est clair qu'on peut définir la fonc- 
tion logsinTîC comme fonction holomorphe de c, soit dans la 
partie supérieure du plan, soit dans la partie inférieure. 
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Envisageons en parlicnlier la détermination principale de la 
fonction logsimtc, c'est-à-dire celle pour laquelle le coeflîcienl- 
de i est compris entre — tt et -|- 7t; elle sera définie dans toute 
région du plan de la variable v ne contenant aucun point c pour 
lequel sinitc soit négatif ou nul; or si l'on pose c ^ a-{-bi, où a 
et b sont des nombres réels, on aura 

pour que sinTci! soit réel il faut donc que a soit un multiple im- 
pair de i ou que b soit nul; pour que sirnic soit négatif ou nul il 
faut, dans le premier cas, que a soit un nombre pair diminué de ^, 
dans le second cas, il faut que le plus petit entier inférieur à a 
soit impair. Donc, la détermination principale de logsiuTîc sera 
définie dans toute région du plan de la variable v limitée par les 
parallèles menées à l'axe des quantités purement imaginaires par 
les points dont les affixes sont de la forme a/j — ~, où n est un 
entier quelconque, et par les segments de l'axe des quantités 
réelles joignant chacun des points dont l'affise est an nombre en- 
tier impair quelconque, au point, dont l'affixe est le nombre pair 
qui est plus grand que lui d'une unité. Les parallèles à l'axe des 
quantités purement imaginaires sont perpendiculaires à ces seg- 
ments, en leurs milieux. 

Ceci posé, nous définirons de la manière suivante une fonction 
de V que nous désignerons par ls(f), qui sera holomorphe tant 
dans la partie supérieure du plan que dans sa partie inférieure, 
mais pour laquelle l'axe des quantités réelles jouera le rôle de 
coupure, sauf toutefois entre les points o et i , de sorte qu'en deux 
points de même affixe, appartenant l'un au bord supérieur, l'autre 
au bord inférieur de la coupure, les valeurs de ls(c) seront diffé- 
rentes. 

Dans celle des régions précédemment définies où se trouve le 
point ^, ls(c) sera, par définition, identique à la fonction holo- 
morphe de f , représentée par la détermination principale du loga- 
rithme de sinïty; les valeurs de Is(i'), lorsque l'on est sur les 
limites (X) de cette région non situées sur l'axe des quantités 
réelles, seront fixées par continuité, en approchant de ces limites 
depuis l'intérieur de la région ; dans la partie d'une région con- 
ligiië située soit au-dessus, soit au-dessous de l'axe des quantités 
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réelles, nous prendrons ensuite pour la fonction ls(c) celle des 
déterminations de la fonction logsini', holomorphe dans la partie 
de région envisagée, dont la valeur tend, quand on s'approche des 
limites (A), vers les valeurs de ls(c)déjà définies sur (X); la fonc- 
tion Is{(') est ainsi définie dans une région contiguëà la première 
et sur les limites de cette région : on procède ainsi de proche en 
proche - 

On peut encore définir la fonction Is (i^) par la formule 



h( 






en supposant que le chemin d'inlégralionne traverse pas la coupure . 
Le Tableau suivant, où n désigne un nombre entier, où v est 
supposé mis sous la forme a-\- bi, a el b étant réels, et où les 
logarithmes sont toujours supposés avoir leur détermination prin- 
cipale, donne la définition précise de la fonction ls(c) à laquelle 
on parvient ainsi. 

l. Partie sitpèi'ieuie du plan, b > a. 

— J=i <.a.< '^~~ , h(<.) = log siiiTT. - ■:. n^i, 

a= i!!-Zl, isfy) = {iigc\\TJ> — {■>.n - i)T.i. 



Bord supéri 

+ I<«<'2,H-2, 



r de la coupure, è = o. 



II, Pu 



inférieure du plan, & < o. 

lii(y)=l0gcll-S-+-('2ft— !)- 



+ I<«<2 



ur de la coupure, Ij = o. 

l!(f)=l05,i.,,O+!„l,i, 

!.(..) = los|sio.«l + (2/. + ■). 



y Google 



UÉVELOPPEUENIS EN SÉBIES ÏUEG0NOMÉIHIQUES. Il3 

Les valeurs de Is (f), tirées de I el de II, coïncident le long de 
t'axe réel sur le segment qui va dii point o au point i , et, en effet, 
ce segment ne fait pas partie de la coupure qui comprend seule- 
ment les deux parties de l'axe des quantités réelles allant de o à 
— 00 et de I à + 3C. 

On observera quo l'on a toujours 

en prenant le signe supérieur on le signe inférieur, suivant que 
l'on est dans la région supérieure ou inférieure du plan. 



on aura, en désignant par A le nombre icp q^ qui ne dépend 
pas de f, 

d'où, en prenant les dérivées et faisant y ^ o, 

3',(o|,) = A,/(o), 
cl, par snile, 

puis, pour une détermination convenable des logarithmes, 



. /(!■) 



Choisissons arbitrairement une détermination de log- S', (o]t) ; 
prenons pour log siniti' la fonction liolomorpbe Is {v) définie plus 
haut; observons enfin que, si l'on pose t= CA-it', en désignant 
par (, t' des nonibres réels, la fonction/(f), dont les zéros sont 
les mêmes que ceux de la fonction S) (c), à l'exception des zéros 
de cette dernière fonction situés sur l'axe des quantités réelles, 
ne s'annule pas entre les deux parallèles à cet axe, menées à une 
T. et M. — III. S 
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distance de cel axe égale à t', en sorte que les diverses détermi- 
nations de la fonction log ^ ' peuvent être définies comme des 
fonctions holomorphes de v entre ces deuK parallèles; choisissons 
celle des déterminations qui s'annule pour c=:o.Dès lors la fonc- 
tion log3((c|'c) sera définie pour tous les points situés entre les 
deux parallèles, excepté les points pour lesquels c est un nombre 
entier, sauf à regarder comme distincts les points de même affise 
qui sont situés sur des bords différents des deux coupures, allant 
sur l'axe réel de i à -1-co et de o à — co; à l'intérieur de la ré- 
gion limitée parles parallèles et les deux coupures, elle estliolo- 
morphe. 

467. Occupons-nous d'abord du développemciil de la fonction 
log/(i'). En posant i' = a + ^t, où a et ^ désignent des nom- 
bres réels, on aura 

où h désigne la valeur absolue de q; on aura donc 

si P est en valeur absolue plus petit que i, les quantités précé- 
dentes seront toutes deux plus petites que i ; donc, puisque la 
fonction 

où le premier membre désigne la détermination principale de 
iog{i — x), est une fonction liolomorphe de x tant qu'on a 
j ^ I ■< I , les fonctions de i' 






■seront holomorphes tant que l'on aura | ^] <| i 
La série 



•^\of{l-^,'• 
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en supposant qu'elle soil convergenie, est évidemment une des 
déterminations de log/{i'); la convergence de cette série et le 
fait que sa somme est une fonction holomorphe de c, tant que 
l'on a [^|<;i, seront établies à la fois (n° 37) si l'on prouve 
que la série double 

■St-Î"'"™»'"- («,,-, ,,a,3,...) 



est absolument et uniformément convergente tant que |P[ csl 
moindre qu'un nombre plus petit que i . Or on a 



dès lors il suffit de prouver la convergence des séries à termes po- 
sitifs 

qui est évidente lorsque l'on a | ^ ! <^ i , puisque la somme de la 
première série, par exemple, est égale au logarithme de l'inverse 
du produit infini 

Nous pouvons donc, en supposant ] [î j <; i , définir logy(c), 
log^^,^ comme des fonctions bolomorphes de v parles égalités 
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468. Il suffit de vemplacer log 4-'- ■ parle développement pré- 
cédent, dans l'expression de log2l, (c) définie plas haut, pour avoir 
le développement de cette fonction en série trigonomélriqne. 

Il est clair que le procédé employé pour développer log 3, (c) 
en série tri go nom étriqué s'applique aussi bien aux trois autres 
fonctions S(i'); nous réunissons ci-dessous les formules ainsi 
obtenues, qui peuvent être utiles dans diverses circonslances : 

Iog&,(.) = logl&;(o)-i-lof5sin7r^ + 2r(r?^^^''"''^"''' 



Sl l'on suppose c mis sous la forme fr=a+p-ï,oùael ^ désignent 
des nombres réels, les deux premiers développements sont valables 
sous la condition [pl^i, les deux derniers sous la condition 
[ P j <; i. On doit prendre pour log slmïp !a fonction ls(c), pour 
logcosiiy la fonction ls(c + 4)- 

■469. Ces formules fournissent immédiatement les développe- 
ments des logarithmes des quotients des fonctions S et, par con- 
séquent, des logarithmes des fonctions sn, en, dn et de leurs 
qTiotients; on a, par exemple, 

„(,K,).,loES.(o)-^lo5,i„r, -2 ?(fÎVj <""'■")■. 

{■''i!""'^-'''°i!'°-"-i' ,.[,^(-,frt '"'"'•"•''■ 

s la condition |^|<^. 
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On déduit aussi, par différentiation des formules obtenues pour 
les fonctions &{<■), les développemenls 



(GVO 









qui peuvent être différentiés à leur tonr. 

En se reportant aux formules (LXXVIj), (LXXIX,), on déduit 
de la dernière formule (CV4) la relation 

(cv.) z(,) = '-2t^.-»T' 

pourvu c[ue le coefficient de (dans ^ soit inférieur en valeur ab- 
solue à-^. 

470. Les formules (XXXlII^-e), en prenant les logarithmes 
des deux membres, fournissent les développements 






(CVI,) I 

•— S-lTô^^^-^y- 



yGoosle 




d'oii l'oQ déduit aisément, par diffcren Liai ion, des formules ana- 
logues pour les dérivées d'ordres quelconques de pu,p{u + Ma)- 
Si l'on suppose u mis sous la forme u= aawi-f- aptoj, où a et ^ 
désignent les nombres réels, toutes ces formules sont valables sous 
la condition ] ^ | < ^. Celles qui concernent logtf h, logrf, u et leurs 
dérivées sont même valables sous la condition j Pl<; i- 

On déduit immédiatement des développements obtenus pour 
les fonctions logtfw, logrfaW, ceux qui concernent les douze fonc- 
tions log^{i(); ces développements sont analogues à ceux que 
nous avons écrits pour les fonctions logsQf, log cqw, logdnc. 

■471. Les fonctions Çw, Z(x) peuvent servir d'éléments simples 
dans la décomposition des fonctions doublement périodiques de 
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première espèce à périodes aw), 2W3 ou 2K,aiR.'; les développe- 
ments précédents (CVs), (CVI^) fourniront donc, pour toute fonc- 
tion doublement périodique de 'première espèce, un développe- 
menl en série trigonométrique. Le lecteur pourra appliquer celte 
méthode aux carrés des fonctions ^^a{"-)t ^ao(«)T Spï('<)i o^J en- 
core aux carrés des fonctions su, en, dn, de leurs inverses et de 
leurs quolienls mutuels ; nous nous contenterons de citer la 
formule 

qui est une conséquence immédiate de la formule (CII4), (n° 406)- 

472. Chacune des séries qui figurent dans les formules (CV,_5) 
et (CVI2) peut être mise aisément sous la forme d'une série à double 
entrée; ainsi, l'on peut mellre l'expression (GVa) de Z(ic) sous la 
forme 

^(«'> = ¥ 2 ""•■- ■■" '•" - n 2 »"■'-" i"""- "-"i- 

où /' cl s prennent toutes les valeurs entières positives. 

Dans chacune des séries à double entrée ainsi obtenue on peut 
efièctuer la sommation d'abord par rapport à r; on obtient ainsi 
de nouveaux développements en série pour chacune des fonctions 
envisagées; ainsi 



Z(K^)=^2'/^^^'7^ 



yïS-1 



Ce développement s'obtiendrait de suite en prenant les dérivées 
logarithmiques des deux membres de la formide (XXXIIs); en 
se plaçant à ee point de vue, on voit qu'il est convergent quel que 
soit X. Il en est de même des développements analogues que le 
lecteur trouvera dans le Tableau des formules placé à la iin de 
l'Ouvrage [(CV,_,) et (CVI,)]. 



yGoosle 



II, — Développement des fonctions doublement périodiques 
de seconde espèce. 



473. Considérons (') l'expression 

F(-?,^,:v) = 



p'i(')pi(^j) 



où les fonelions p sont celles qui sooL définies par les formules 
(XXXII), de sorte que l'on a 

F(5,3!,J-) ^ -^ 

V doit prendre toutes les valeurs impaires et positives, m toutes 
les valeurs entières positives, nulles et négatives, n toutes !es va- 
leurs entières et positives. 

Cette fonction F{q, x,y) esl définie poar toutes les valeurs 
de X, y qui ne sont pas nulles et qui n'annulent pas p,(x), ^i{j)- 
Les valeurs de x, j' qui annulent ^^{x), p^{y) sont comprises 
dans la formule rt:^""'"^; si l'on pose \q\^h, on voil qu'elles 
sont représentées par des points diamétralement opposés, situés 
sur des cercles ayant l'origine pour centre et ayant des rayons égaux 
à h""*"^; sur chacun de ces cercles il existe un cotiple de ces points 
et un seul. Si l'on considère la fonction F(q,x,jr) comme une 
fonction de X seul, par exemple, tous les points x = ± g"'''! se- 
ront des pôles simples de cette fonction, comme il résulte évidem- 
ment de la seconde forme sons laquelle elle a été mise. 

Dans l'espace annulaire compris entre deux cercles consécutifs 
il n'y a pas de point qui soil un zéro pour fis(a:') ou p<(j') : tel 

(I) Voir KKofiECSsn, Monatsbeiichte der Beitiner Akademie, iS8i. 
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esl, par exemple, l'atineau compris entre les deux cercles de 
rayons y/ A et-T=- Nous aurons bientôl à nous restreindre an cas 

où l'ime au moins des deux variables iC, y esl représentée par un 
point situé à l'intérieur de cet anneau, c'est-à-dire que nous sup- 
poserons que X oVi y vérifient les inégalités 

\/h \/h 

il esl clair que ; — ; ou - — ■ vérifient alors les mêmes inégalités. 

Poiir toutes les valeurs de x, y qui vérifient à la fois ces inéga- 
lités, la fonction F(g, ar,^^') est finie et déterminée. La fonction p, 
s'annule aux points ± t/q, ± --= situés les deux premiers sur la 
limite intérieure de l'anneau, les deux derniers sur la limite exté- 
rieure. Autour des points ±\fg comme centres, avec un rayon 
très petit, décrivons des cercles et supprimons de l'anneau la 
partie intérieure à ces cercles ; aux points des petites régions sup- 
primées correspondent, par la transformation V= -j des points 
dont l'ensemble constitue deux petites régions, intérieures à l'an- 
neau et voisines des points ± -=; supprimons-les encore et dési- 

gnons par (A) l'anneau ainsi modifié. On observera que si a; est 
un point situé dans (A), il en sera de même des points — x, 
± X-' , et que si x, y sont assujettis à rester dans (A) ou sur son 
contour la fonction F(y,x,_}'), regardée soit comme fonction de o:, 
soit comme fonction dey, seraholomorphe; en particulier, il exis- 
tera un nombre positif N tel que l'on ait 
]F(5,^,^)]<N. 

Laissons de côté, pour un moment, les restrictions imposées à 
X ely; les propriétés suivantes, de la fonction F(ç, x,y), 

(P) F(y,a.-S^i)=-F(9,^,j), 

oii e, e' représentent ± i et où n, «'désignenldes nombres entiers 
quelconques, résultent aisément des formules (XXXIV,). La pre- 
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mière de ces deux relations montre, en particulier, comment l'on 
peut ramener le calcul de la fonction F(q,x, j) lorsque x ely 
sont représentés par des points extérieurs à l'aire (A), au cas où 
ils appartiennent à cette aire, pourvu que les points x, y soient à 
une distance suffisamment grande des zéros des fonctions Pa(x), 

?'-{y)- 

474. Considérons maintenant l'intégrale 

J z—y 
dans laquelle X sera regardée comme une constante assujettie 
seulement à être représentée par un point qui appartienne à 
l'aire (A); quant à^ ce sera une constante telle que pa(y) ne soit 
pas nul. Nous allons montrer que, si l'on prend cette intégrale 
sur la circonférence d'un cercle ne passant par aucim pôle, ayant 
son centre au point o, de rayon infiniment petit ou de rayon infi- 
niment grand, elle est infiniment petite. Admettons, pour un in- 
stant, qu'il en soît ainsi. 

Entre deux cercles ayant pour centre commun le pointe la fonc- 
tion — "' ' ; où 3 est la variable, est iinivocrue; elle n'admet pas 
d'autres singularités que des pôles, en nombre fini, quand on a 
fixé les deux cercles, à savoir le point s-^ y, que l'on peut tou- 
jours supposer situé entre les deux cercles, et ceux des points 
Z^^± q"'^'^, où n est un nombre entier, qui sont aussi situés entre 
les deux cercles. Tous ces points sont des pâles simples de la 
fonction - "' ■ ' ■■■ considérée comme une fonction de 2. Par suite, 



lorsque le rayon d'un des deux cercles croîtra indéfiniment, que 
l'autre décroîtra indéfiniment, la somme des résidus de la fonc- 
tion — ii_j — '_, résidus dont l'un est F{^, x,y)^ tendra vers zéro. 
On prévoit ainsi qu'on obtiendra 'F{q^x,y) sous forme d'une 
série. On voit même, puisque l'intégrale est infiniment petite sur 
le cercle infiniment petit, ou sur le cercle infiniment grand, que 
la somme des résidus relatifs aux pôles compris entre deux cercles 
ayant pour centre le point o tend vers une limite quand le rayon 
du cercle intérieur décroit indéfiniment ou que le rayon du cercle 
extérieur grandit indéfiniment. 
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475. Désignons par R un nombre positif fixe, assujetti seule- 
ment à cette seule condition : le cercle décrit du point o comme 
centre avec R. comme rayon a sa circonférence contenue tout en- 
tière à l'intérieur de l'aire (A). Considérons le cercle (C) décrit 
de l'origine comme centre avec le rayon Kh", n étant un nombre 
entier positif que nous ferons tout à l'heure grandir indéfiniment 
et que nous supposons de suite assez grand pour que le point y 
soit à l'extérieur du cercle (G). Quand n grandira indéfiniment ie 
cercle (G) deviendra infiniment petit; nous allons montrer que 
l'intégrale 



ong de ce cercle, tend vers zéro quand n croît i 
l'on pose en effet 



J^ Kh^ei-^^ — y 

OÙ le signe dépend du sens dans lequel on parcourt le chemin 
d'intégration; d'ailleurs on a, en vertu de l'égalité (a) du n" 473, 
oh l'on remplace e et e' par ~\- i , n par o, ni par — n et ^ par 

et, puisque la valeur absolue de q est h, la valeur absoKie de 
RA"^~''e™" est R; en d'autres termes, le point V\.h"q~" e™" ap- 
partient à l'aire (A); on a donc 

et par conséquent la valeur absolue de l'intégrale considérée est 
moindre que 






comme -p— j^ est plus petit que i, il est évident que cette quan- 
tité tend vers zéro quand n augmente indéfiniment, 
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476. SoU mainienanL C un cercle de cenLrc o et de layon égal 
^ rTÏ' Considérons la différence des deux intégrales 

donl la seconde est nulle puisque ia fonction ^{q., x, z) est im- 
paire et que le contour (C) est sjméti-iqiie par rapport au point o. 
Si l'on change s en -> le contour (C) devra être remplacé par le 
contour (C) et, en tenant compte de l'égalité 

qui rcsiillc de l'égalité (P) du n" 473, on voit que le second 
membre prendra la forme 



^ /■ F(,,,-.,.) ^^__ r; 



or cette dernière intégrale appartient au tjpe précédemment cUi- 
dié, sauf le changement de x, y en x~', J''', changement qui 
n'altère pas les conséquences; cette intégrale tend donc bien vers 
zéro quand n croît indéfiniment. Il en est de même de l'intégrale 
proposée quand le cercle C grandit indérmiment, ainsi qu'on l'a- 
vait annoncé, 

■477. Il nous reste à évaluer les résidus de la fonction de c- 

Le résidu relatif au pôle y est F(ç, a;,y). Le résidu relatif au 
pôle e^"''"^ s'obtiendra en remplaçant z par £ç"'''îdans l'expres- 
sion 

PU')Pi(^') . 



le calcul se fait sans peine au moyen des formules (SXXIVo.t), 
(XXXVj,o), et l'on trouve, pour le résidu cherché, la valeur 
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On voit de suite que les deux séries, dont le terme général se 
déduit de là en remplaçant £ par + i ou par — i , sont absolu- 
ment convergentes quand on donne à n les valeurs o, i,2,3,...,oo; 
il n'en est pas de même pour les valeiirs négatives de n; pour 
avoir une série absolument convergente, il faut réunir dans le 
terme général les deux résidus relatifs aux valeurs + i et — i de : 
et l'écrire 



■ (g^ 



■ ll^-'~) 



- lllB. 



.■Zilfl)^ 



sous la dernière forme, la convergence absolue de la série dont on 

vient d'écrire le terme général, quand on donne à n les valeurs 

— I, — 2, — 3, ..,, — <», est manifeste. 

.. . . a'Tc'NR h" ^ ■ , , 

Aioutons que la iorme ; — -. — n-yr- ; — rr, ' trouvée plus haut pour 

une limite supérieure de la valeur absolue de l'intégrale envi- 
sagée, met en évidence (n" 30) ce fait que la série 



est uniformément convergente pour l'ensemble des valeurs de x 
telles que l'on ait | a:|^a^, en désignant par a un nombre fixe 
plus grand que i ; l'intégrale, en effet, n'est autre chose que le 
reste de la série. Une conséquence toute pareille concerne la série 
analogue relative aux valeurs négatives de n, pourvu que l'on ait 
x% — -■ 

478. En écrivant que la limite de la somme des résidus de la 

fonction --^ — '—^, relatifs à ses différents pôles, est nulle, on 

3— y ^ 

trouve, en remplaçant F{g', X,y) par sa valeur (n° 473), 



OÙ chacune des séries est absolument et uniformément conver- 



y Google 



120 CALCLI. IMÉGRAL. 

gente sons les conditions qui viennent d'être expliquées. Rien 
n'empêche donc de différenlier terme à terme, si on le désire. 

479. La formule (GVII3) peut se transformer de diverses ma- 
nières en ajoutant aux arguments c, w les quantités -> 7 ou ■ ■ ■ ' 1 
ce qui revient à multiplier ;c ou / par i, sjq ou isjq- 

Les changements de cette sorte que l'on peut faire subir à i*" 
ne demandent aucune précaution puisque w est quelconque. De 
inâme quand on. ajoute j a c, il est clair que, les conditions 

étant identiques, le domaine de convergence de la série n'est pas 
modifié par ce changement. 

Il n'en est plus ainsi quand on change x en x\Jq; pour que Té- 
galilé (CVIIii) reste valable après ce changement, il faut que l'on ait 

/Â<Uv/y]<-L, 



Supposant d'abord que x satisfasse à ces conditions, nous 
allons remplacer, dans l'égalité (CVIIa), x si y par x \fq, y \Jcj ; 
la modification à apporter au premier membre résulte des for- 
mules (XXXIV,_c) et l'on trouve 

La première série est convergente pourvu que l'on ail \x\ <; ■?; 
c'est la seconde série dont la convergence implique la condition 
I ic ] >■ I ; il est naturel, pour essayer de retrouver une expression 
analogue à celle de F(ç, ^î^ijf^), d'introduire dans le second membre 
la série 

^ qïn^c-'^iiy—t 



y Google 



i SÈMES TRIOOISOMÉTlllQUËS 



qui converge pourvu que l'on ail\x\'>h; en ajoulant et reIran- 
chant cette quantité, le second membre prend la forme 



^2— T 



on a donc finalei 



[ p'](l)pi(^T') _ 



(CVI[,) 1 



'^ Zà i—y-'-q""' " Zd. \ — y'- q''-'^ 



Celte égalité est démontrée sous la condition \ <i\x\<_j; mais 
les séries sont convergentes sous la condition ft < | j; | <^ -t' el l'é- 
galité subsiste si ces dernières conditions sont vérifiées, puisque 
les deux membres sont des fonctions analytiques de ;c; on peut 
s'en convaincre encore en changeant ic, y en x~^,y~^-, ce qui 
change le signe des deux membres, et ce qui ramène la valeur ab- 
solue de X à être comprise entre i et/i, si elle était comprise 
entre i et j- ■ 

480. Rien n'empêche maintenant dans les deux égalités (OVIIi) 
et (CVIIa) de changer/ en iy,y\/q, iy\/q, puis, dans les résul- 
tats, X en ix. Chacune de ces deux égalités en engendre ainsi 
sept autres; on a, en tout, seize égalités de même forme qui four- 
nissent des développements pour toutes les quantités telles que 






Nous réunissons dans le Tableau (CVII,) ceux qui se rapportent 
aux indices 3^1,2; !3^i,a; dans le Tableau (CVIIa) ceux qui 
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se rapporlent aux indices ol=:3,4; P^^i^; dans le Tableau 
(CVUj) ceux qui se rapportent aux indices a ^ i, a; ^ i= 3, 4'. 
enfin dans le Tableau (CVII,) ceux qui se rapporleul aux indices 

a=3,4; ?--3,4. 

Les formules (CV1I|_^) supposent /t < j ^ 1 < t j les formules 
(CVIIa.s) supposent \/A <,]x\<,~- 

481. Si l'on remplace x ety par e"^', e"'"^, les seize développe- 
ments précédents se transforment en seize développements pour 
toutes les cjuantités, telles que 



on les trouvera sous les mêmes numéros (CVII,_i) dans le Ta- 
bleau des formules. Les deui égalités (CVll,) el (CVH,), par 
exemple, établies aux n"' .478 el 479, se transforment en 

, !_ 5;(o)5,(. + ») 
U a,(r.,lS,(») 

= C0tT:l' + cotITW^4 > q^" 1 -, ^ 2 — . 



a',(°)a.(i--t-»') 

; lïr.(e)9i(»') 



(GVItj) 



^S'-^ 



^«,]_gi«-isi„[(an-07i 



La condition h<^[x\<ij équivaut manifestement à la con- 
dition 



-a(J)<*(?)<*(i) 



OÙ le symLole m. placé devant une quantité signifie que l'on doit 
envisager la partie réelle seulement de cette quantité. De même, 
la condition ii/h < ] a; | ■< -j= équivaut à la condition 



-^(^)<3^0)<a(^). 
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Si l'on pose c = œ -|- ^t, en désignant par a et ^ deux nombres 
réels, on peut dire aussi que les formules (CVIIi.a) ont lieu sous 
la condition j^] <i et les formules (GVllj_,) soos la condition 

482. Nous allons maintenant supposer que la variable y vérifie 
les conditions fi<.\y\<. t "Ifns les formules (CVIl,^i), les eoii- 
ditions y/Â< |y 1< ~ dans les formules (GVIIs,,). 

Plaçons-nous, par exemple, dans le cas de la formule (GVIL) ; 
en supposant que les valeurs absolues de x, y soient toutes deux 
comprises entre ^/Â et — =! et en désignant par [x, v des nombres 
impairs positifs quelconques, on aura 



don, 






9.(.)3i(».) 






En nous plaçant dans le cas de la formule (CVIl,) du n" 479, 
on aura de même, en supposant que les valeurs absolues de x, y 
soient toutes deux comprises entre /t el ^ et en désignantpar m, n 
des entiers positifs quelconques, 



, a',(.)5i(»^», ) 



^2»'— ("- 



Les quatorze autres formules (CVIIi -4) fournissent des dévelop- 
pements analogues en séries trigonométriques à double entrée. 

483. 11 est aisé ( ' ) de déduire, de chacun de ces seixe dév'élop- 
(') Voir Halphen, Fonctions eltiptiques, t. I, p. 4^^- 
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pemenls, des séries très rapidement convergentes et con\ 
par suite, aux calculs numériques. 

Plaçons-nous dans le cas de la formule (CVIIt) du n" 

groupons dans la s 

dans son second membre, tous les termes pour lesquels la diffé- 
rence u. — V des deux indices de sommation est égale au même 
nombre positif ou nul, que nous désignerons par 25 puisqu'il est 
nécessairement pair. L'ensemble de ces termes sera représenté 
par la série 



! à double entrée \ q^ x''y<^, qui 



2,.--. 



._j.V+E= 



(•'-1,3,5,, 



l'ensemble des termes de la série à double entrée envisagée, pour 
lesquels ix ^ v est un nombre pair quelconque positif ou nul, 
est donc 

2i'/ ^V^'' \s =0,1,1, ... )' 

e'est-à-dlre, en effectuant la sommation par rapport à s, 

^ ç'^'a^V^i -+- i^'y'' ■+- q'-''y'^---) = ^ î"'"'' il^'.j^ • 

L'ensemble des termes de la série à double entrée envisagée, 
dont nous n'avons pas encore tenu compte, est formé par l'en- 
semble des termes de celte série pour lesquels jji — y est un nombre 
négatif; il est identique à l'ensemble des termes de cette série 
pour lesquels v — p. est un nombre positif çsiv; il est donc repré- 



^^ql^' xl^yHq'^x 



.:)=^qi''\vyv\- 



et l'on a finalement, en observant que le premier membre de l'ex- 
pression {CVII7) du n" -482 est égal àla différence entre la série à 
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double enti-ée envisagée et celle que l'on en déduit en changeant 
X et y en x~^ et y"' , 

pi'Oft'»'/) _ _ , y J-'^.,. ( L + ' ,\ 

p.(»)p.(r) -^ V'-?'»" •-rr' I 



± 5',(.)a.(c+.-) ^ y >; 
4. »,(>•) a.C") -fj 



anvenaLlement les termes, 

»)-g-.ii.|v.» + (.-i)t.] 






l'indice V prend tontes les valeurs impaires positives. 

On a de même, en se plaçant au point de vue de îa formule 
(CVII.) do n» 482, 



1 S,(o)a,(i. + ») ^ 
I S,(«)3,(») 



H42« 



,iuï»,(.1-») 



I-2<7Î"C0S21ti'+î"t 

,y ., .ina»,(c + «.)-;..sia[fa„-.),»-^«».i.l . 
-■Zl» j-j,«co.ii;u. + ,u 

l'indice n prend toutes les valeurs entières positives, non nulles. 
Les expressions des premiers membres des seiàe formules 
{CVIIs_^) fournissent des développements analogues. Tons ces 
développements convergent quels que soient c et tv, et convergent 
très rapidement. 

484. Nous avons obtenu, dans les numéros précédents, le dé- 
veloppement de chacnne des seize fonctions 



SsCk) 
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sons trois formes différentes. Si, dans chacun de ces développe- 
ments, on donne à l'une des variables c, (v des valeurs particu- 
lières convenablement choisies, on obtient des expressions très 
remarquables pour les quotients des fonctions S, les inverses des 
fonctions S, les inverses de leurs carrés, les inverses de leurs pro- 
duits deux à deux ; c'est de ces développements que nous allons 
dire quelques mots. 

Au mojcn des développements des quatre fonctions 






(a = r,^,3,,r), 



on obtient aisément, en faisant tendre (v vers o, les expressions 
des dérivées logarithmiques et^ de chacune des fonctions S(i') 
sous la forme déjà obtenue au n" 469 et aussi sous d'autres formes 
remarquables. Ainsi, en observant que l'on a 

les formules concernant la fonction &7"yôr-^ — ^ fournissent ies trois 
développements 

dont le premier nous est connu, dont le second est une consé- 
quence immédiate du premier, mais dont le troisième est un 
développement bien différent qui converge beaucoup plus rapi- 
dement que le premier. On obtient enfin un quatrième dévelop- 
pement pour la même fonction en faisant tendre v vers o dans la 
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formuie (CVII,) du n° 481 ; en remplaçant eiisuUc w par «^ on a 

Il présente cette particularité <^ae la série qui j figure est toujours 
convergente, pourvu que v ne soit pas un zéro de S, (c), et con- 
serve la même valeur quand on y remplace q par ^"', tandis que 
le premier membre n'a aucune signification quand la valeur ab- 
solue de q est supérieure à i . Les développements de cette nature 
figureront dans le Tableau des formules (CV). 

483. Les développements de celles des seize fonctions ^r—-^^-^ 
où l'indice de 2î(m') an dénominateur n'est pas égal à i, four- 
nissent chacun, si l'on y fait (v ^ o, trois développements des 
douze quotients 

" {1 = i,'i,'i,4; |i = 2,3,4); 






on obtient aussi, pour chacun de ces douze quotients, un qua- 
trième développement en faisant v = o dans les développements 
de celles des seize fonctions ^^ - — r où l'indiee de Sl(c) au dé- 
nominateur n'est pas égal à i , et en remplaçant w par c. Ainsi les 
formules qui se rapportent à la fonction ^ ' .Z , \ fournissent 
les développements 

= simtc y g ^ (i + g'"-') _ 

Les deux premiers développements supposent 1 [3 | < | (n" 481); 
le dernier est valable quel que soit v. 

On trouvera tous ces développements dans le Tableau des for- 
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mules {GVIll) ■. à cause des formules (XXXVI,), (XXXVn,_î), 

(LXXIc_s), on CQ déduit immédiatement ceux des fonctions sn, 
en, dn, de leurs inverses et de leurs quotients mutuels. 

486. Pour obtenir les développements de l'inverse de la fonc- 
tion 2f,(c), il suffit de faire 



dans les formules qui se rapporlenl à la fonction 



Ti: ïi(f) siniro '' ^ ^ i - i.ç!" cost:c -H ?»" 

-Eb-'2 '■■""•'»("-"■'-- 

et un troisième développement à convergence très rapide que 
nous laissons au lecteur le soin d'écrire; on peut d'ailleurs lui 
substituer un autre plus simple et également très convergent qui 
a été donné par JaeoM- 

Observons d'abord que, dans la dernière formule, on peut se 
contenter de faire parcourir à l'indice m tous les nombres impairs 
positifs, puisque le tableau à double entrée des valeurs que prend 
sin3(« — m.')v:v, quand on y remplace n, m' par tous les entiers 
positifs, est formé de termes nuls ou égaux et de signes contraires : 
on a donc 

où n est un entier positif quelconque et [i un nombre positif im- 
pair, de sorte que les exposants de x sont tous des nombres im- 
pairs. Groupons tous les termes de la série à double entrée pour 
lesquels l'exposant de ^r est ég;al au même nombre impair positif v 
et ceux pour lesquels l'exposant de x est égal au nombre impair 
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LCj^alif — V ; on aura îmmédia 



/y (_,v-ii^ ^g-'-""_^ ^-■^H,.^i'\ 



La série qui figure dans la dernière égalilc, muUipliéc par.r — x ', 
se met sous la forme 



en transformant le terme général au moyen de l'îdentilÉ; 
et en remarquant que la somme de k série 



est égale à un, on voit qu'on peut écrire eneore 



Pi(i) , 



Ilrosuhedelà que la fonction ^ peut être mise sous la forme 
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en posant 

«- = 2 <-'>'■'"""• 

011 encore sons les formes très rapidement convergentes, quelque 
soit c, 

En changeant X en x\/g dans l'une des expressions précédem'- 
ment obtenues pour - , , , on trouve de suite 

'_ Plia ^ _?L, /y (-.y.H.+ n [ é, ^r-^g±A 

ou, en réunissant les fractions qui ont pour dénominateurs 

formule qui équivaut à la suivante : 

En changeant i' en v -\- i, on a immédiatement les formules 
analogues pour les inverses des fonctions S.j(c) et S3(ij). On les 
trouvera dans le Tableau (CIX), 

487. Si, dans les formules qui concernent ^'Sf^' ou ■ - ^ - ; ,"* 
et - - ■- — ou - L . - ■: — ' on change w en — w, qu on prenne les 
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dérivées par rapport à v, puis que l'on fasse r = iv, 1! vient, d'une 
pari, 

et, d'autre pari, 

En changeanl dans ces formules œ en ix, c en i? + ^, on a im- 
médiatement les formules analogues pour les inverses des fonc- 
tions paC^)) ~'ï{'') ^t pU^)' ^K'')* ^"^ '^^ trouvera aussi dans le 
Tableau (CIX). 

488. Ces divers développements, au moyen des formules de 
passage, en engendrent d'autres relatifs à la fonclion réduite X(m) 
du n" 371, 



^(«) = 






ou aux expressions analogues, où les fonctions rf sont rempla- 
cées par des cofonclions. Comme pour toute fonction de seconde 
espèce, dont l'un des mulliplicateurs esti, la fonction X{u) peut 
servir d'élément simple, on a donc aussi des développements en 
série trigonométrlque pour toute fonclion réduite de seconde 
espèce. 
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Nous n'écrirons que les deus suivants, concernant X{a), 



X(«) = -^(cot-î^-VCot~-îW— y q^'-'- -^ 

"!■'(«) =^('^•'1^ +':ot^) + ~2î""""'"J (""+""'"'• 

ils sont valabîes, le premier pourvu que la partie réelle de ■ — : 
soit comprise entre la partie réelle de ~l et celle de — - — ?j If 
second pourvu que les parties réelles de - — -.et de — ^. soient cha- 
cune comprise entre ces deux mêmes limites. 



III. — Développements des quantités ?„, '^a., !^, K.| K, ... 
en séries en q, 

489. Les développements des fonctions doublement pério- 
diques, de première et de seconde espèce, en séries trigonomé- 
triques, engendrent un grand nombre de développements en série 
pour les constantes que l'on a introduites successivement dans la 
théorie des fonctions elliptiques; dans ces séries, c'est q = e'^' 
qui est l'élément; c'est pourquoi nous les appellerons séries en q. 
Nous n'en citerons que qttelques-unes. 

Les développements (GVIj) depw etde j}(« + <Ua) fournissent 
des séries en g pour e, , e^, ej et ■/i|. En égalant les termes indé- 
pendants de u on a, en effet, 

e ^ - ^ - ^ V '•?'' 
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Les trois dernières de ces équations sont identiques aux rela- 
tions (XVHa), comme il est aisé de s'en assurer. La première 
donne r,, ; en la retranchant des trois dernières on a 

Si, dans les développements (CVI3), on compare les coefficients 
des mêmes puissances de u, on obtient une suite de séries en g pour 
g-i, g, et divers polynômes formés au moyen de e,, e^, e^, g^, gs- 

490. Les développements (GVIIIj) de by^' que l'on a donnés 
au n" 485, engendrent des séries en q pour AK^. Si, dans ces dé- 
veloppements, on fait (•== o après avoir pris les dérivées par rapport 
à t>, et si l'on tient compte des formules (XXXVI5), (XXXVII,), 
(LXXIg), on obtient, en effet, les relations 



v = i, 3,5,7 »• 

□ q pour ^K, ^K, et pour la quantité K elle-même. Si 1 un y 
lit f = ^ par exemple, on a 



Les mêmes développements kry^ engendrent aussi des séries 
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Si l'on fait 1' = -^-^ dans la dernière des séries cÏLées, qui resle 
convergente pour cetlc valeur de y, on trouve, après une trans- 
formation facile, 



Si l'on fait enfin <' = -;! et si l'on observe que les formules 
(XXXIVn) fournissent, pour v^^ — j, la relation 



on trouve 






491. Des développements (CVIII) des autres quotients mutuels 
deS,(c), %{v),%(i'),â»{v) on déduit de même, en y faisant 

c^o, -i-j t-iTj de nouvelles.' séries en q pour K, /cK-, 

\/kK., ainsi que des séries en q pour ^'R, y'/:'R. 

Ceux des développements obtenus qui coneernent K nous four- 
nissent aussi des expressions eny pour Z'{o)et, par suite, poiirE. 
En effet, le développement (CVj) de Z(^) fournît, pour Z'(o), 
l'expression en q, 

d'où, en tenant compte de la formule (Clli), l'expression en (j/ 

E=K-î^V-2:^. 

K ^ I — q^'- 

492. Les développements (OX) des inverses des fonctions 
32(0), 33(0), 3j(o) fournissent des séries en q pour ^k'K, 
\/Ây/FK, \JkK.. En faisant c = o dans le développement do 
q' , ~ par exemple, et en réduisant au moyen des mêmes rela- 
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3 (XXXVI) ei (XXXVII) que plus haut, on a 



h(o)%io) = ^(^,y-'q(" l 



- ï^'"-' 



Ce a'esl pas le même développement qu'au n" 490. 

Les développemenis (GIX) des inverses des carrés des fonc- 
tions Sj(c), &3(c), 2!i(<') fournissent aussi, en donnant à »> des 
valeurs particulières, des séries en q pour les quantités A'K-, 
A'K*, kk'Vi.^, et plusieurs de ces séries se présentent sous une 
forme différente de celles que nous avons obtenues au n" 4-90 pour 
les mêmes expressions. 

On trouvera tous ces développements au Tableau (CX) à la fin 
de l'Ouvrage, Le lecteur les rapprochera naturellement, non seu- 
lement les uns des autres, mais aussi des développements en g 
déjà obtenus dans le Tome II de cet Ouvrage et, en particulier, 
de ceux qui sont contenus dans les formules XXXVl et XXXVTI; 
on obtient ainsi de nombreuses identités. 
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CHAPITRE VI. 

INTÉGR/VLES DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉKIODIQUES. 



I. — Intégrales rectilignes le long d'un segment joignant 
deux points congrus, modulis v.<"i, aw^. 

'IQS. Avant d'aborder le problème général de l'iiilégraLion 
d'une fonction doublement périodique à périodes aco,, awjjle 
long d'un chemin arbitrairement fixé, il con'vient d'étudier le cas 
parliculier où l'intégrale est rectiligne, où le chemin d'intégra- 
tion ne passe par aucun pôle de la fonction et où les deux limites 
d'intégration sont représentées par des points dont les afiixes 
sont congrus suivant le système de modules awj, 20)3. Nous 
indiquerons qu'une intégrale est rectiligne en mettant nn accent 
à gauche du signe d'intégration ( ' ). 

Soient t et ^ \a. partie réelle et le coefficient de t dans l'es- 
pression de T, x^t-^t'i. On sait (n" 466) que logS,((') est 
une fonction holomopphe de c dans la région du plan de la va- 
riable t', limitée par les parallèles à l'axe des quantités réelles 
menées à la dislance de cet axe égale à (', région dans laquelle 
l'axe des quantités réelles joue le rôle de coupure, sauf entre les 
points o et i . 11 en résulte que si Co représente l'affixe d'un point 
intérieur à cette région et non situé sur l'axe des quantités réelles, 
on peut évaluer, sans aucune ambiguïté, la valeur de l'inlcgrale 






( ') C'est la notation adoptée par M. Schwari : Formules , etc., 
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On a VU, en e£fet, que logSl|(t') peut alors être regardé comme 
la somme de la fonction Is (c) et d'une série tri gonom étriqué qui, 
elle, définit une fonction holomorphe à l'intérieur de la région 
envisagée, reprenant la même valeur pour Vq el pour ("o + i ; on 
en conclut que la valeur de l'intégrale envisagée est égale à 
Is (i'o+ i) — Is(co), c'est-à-dire, ainsi qu'il résulte de la définition 
de la fonction Is, à — -Kt quand le coefficient de i dans Vo est po- 
sitif, à-Hiît quand ce coefficient est négatif. 

494. Il est aisé d'en déduire la valeur de la même intégrale rec- 
tiligne pour une valeur quelconque de Co = a + ^t, soiis la con- 
dition que p ne soit pas entier. Observons tout d'abord que le 
résultat doit être indépendant de œ, car si l'on désigne par a un 
nombre réel, on aura 



tégrales 



sont égales, comme on le voit en changeant, la variable d'intégra- 
tion f en c + i ; on a donc 



tr^r^ 



Il nous suffira, pour ce qui suit, de supposer que a ne soit pas 
un nombre entier, cl le résultat sera donc indépendant de cette 
supposition. 

495. Soient lit et ii les nombres entiers détermines par les con- 
ditions 

posons en outre 

et considérons l'intégi 



.fm"' 
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éiendiie au parallélogramme dont les cc'iiés sont tv,), m'uH-i, 
Co+ 1, Co- Deux côlés de ce parallélogramme sont parallèles à 
l'axe des quantités réelles, les deux autres sont parallèles à la di- 
rection qui va du point o au point t; en le parcourant dans le sens 
qu'indique l'ordre de succession des sommets, on voit qu'on le 
décrit dans le sens direct ou dans le sens inverse, suivant que n 
est positif ou négatif; les zéros de la fonction Sr, (v) contenus à 
l'intérieur de ce parallélogramme sont d'ailleurs les points 



dans le premier c 



! + (,<. 



dans le s 



>nd;lei 



tnbre est toujours égal à j h j ; chacun d'eux 
est un pôle de la fonction sV-r i dont le résidu est i ; l'intégrale 
considérée est donc égale à ± 2 | n | tc t, suivant que l'on a marché 
dans le sens direct ou dans le sens inverse ; elle est, dans tous 
les cas, égaie à awnt. Elle peut d'ailleurs être regardée comme 
la somme algébrique des intégrales 



'C^ZrV^I: 



mais la seconde et la quatrième de ces intégrales sont manifeste- 
ment égales; on a donc 



r'm^'-r 



â,(.j 



et, par conséquent, comme Wq est dans la région étudiée au n" 493 
et que, le coefficient de / dans w^ étant positif, la première inté- 
grale est donc égale à — ut, on a 



(GXV]],) 






di> = — (an-r O-K 



496. Il est aisé d'en déduire la valeur de l'intégrale rectiligne 



r~" 
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OÙ maintenant il est nécesbaire de supposer c[iie 7, n'est pas un 
nombre entier. 
L'égalité 

qui se clcdnit immédiatement de la formule (XLlli;^) donne, en 
effet, 

el, en ehangeant Ja variable d'intégration v en vz, ce qui n'altère 
pas le caractère recti ligne de l'intégration, 

on a d'ailleurs 

et, par conséquent, en appHciiianL le résultai précédemment ob- 
tenu, 

(CXVII,) f |ii^A--^.-(»J.+ =) + (am + l)ii. 
■497, SI maintenant on se reporte à la formule (KXXIII,) 

«, +;», 3,(c)' 

OÙ H ^ 2 ('(iJ| , et S! l'on remarque que, l'un des deux points u, v 
décrivant une droite, il en est de même de l'autre, on obtiendra 
immédiatemenl les conséquences suivantes : 

Si l'on pose, en désignant par a, ^ des nombres réels, 
ï. et M.- m. 10 
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et si l'on désigne par m et n des nombres entiers déterminés par 
les conditions 

(CXVIIj) ( "" 

Pour la première intégrale, on suppose seulement que [i n'est pas 
entier, pour la seconde que a n'est pas entier, 

498. Soient /', s deux nombres entiers premiers entre eux. 
Adjoignons-leur deux autres entiers i', s' tels que l'on ail 

et posons (XIX, XX) 



Appliquons les résultats précédents à la fonction 

nous aurons, en supposant toujours l'iulégrale recllllgue, 

I ç«rf«^2Ui(«„+ÊiO-(-i>'-0-'; 

le nombre enûer N est déterminé par les conditions 

puisque l'on a 

«„=2=:..,-i-2p<03-3(ay-3;'')iiH-2(pr-as)ii,. 
On peut donc écrire, en supposant r, s premiers entre e\\\. 

En observant que la valeur de N ne change pas quand on rem- 
place a par a+'' et ^ par p-j-s, et en remplaçant snecessivement 
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daos cette formule w^par Wo+'ï /-Wi-haswa, Uf,-\- /^r<^)^^ /'\s'^3^ .... 
«ii4-3(v^i)(mj, + jw3) et ajoutant, on trouve 

et, par conséquent, dans les mêmes conditions 



T"^" 






, + .[,p. + .(,-^.,)] , 



Eli résumé, on a le moyen d'obtenir tontes îcs intégrales recti- 
liffnes de la forme 



jr-'"-"v„.„. '£*-' 






où /■ et s sont des entiers quelconques. Disons encore une fois 
(juc le segment de droite qni va de «o à Ui,-\- 3/-ti), + sstoj ne 
doit contenir aucun pôle de ÎJw. 

En prenant dans l'avant-dernière égalité r z= s ^ — i, on ob- 
tient 



r 



t^uda = 7.r„(u,^^,)-(^ix^ 



oi'l (j. est un entier détermine par la condition 

et qui est évidemment égal k in^ n ou k m ~ n — i . 

^99. Les résultats qui précèdent permettent évidemment d' ob- 
tenir les intégrales rectilig:nes de la forme 






oii ■^{u) est une fonction doublement périodique à périodes 3 w, 
awj et où r, s sont des entiers quelconques. 

Si, en effet, on décompose la fonction '^(«) en éléments simple; 
on obtient une somme de termes delà forme 
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muliipliés par des constanles. Les termes de la première sorle 
s'intègrent immédiatement; la partie qu'ils fonmissenl, dans l'é- 
valuation de l'intégrale envisagée, ne dépend que des limites et 
nullement du chemin d'intégration, puisque la fonction Ç{m — a) 
est univoque ainsi que ses dérivées ; pour chaque pôle a, cette 
partie est nulle. si n est plus grand que i et égale à az-Tii + asTii 
si n est égal à i . Les termes de la seconde sorte peuvent être éva- 
Inés par ce qui précède : en posant k, = u„ — a, on a 

f° ' \(u~a)du^ f ' ' ' tudii. 

500. Si, par exemple, on prend pour f («) la fonction 

où a est une constante qu'on peut supposer mise sous la forme 
aa'd), -|- 2 P'wj, a', ^' étant des nombres réels, on aura, en dési- 
gnant par r, s des nombres premiers entre eux. 



T 






OÙ ^ et n' sont des entiers déterminés sans ambiguïté par les con- 
ditions 

le cas où l'un des nombres ^r -- as, (|ï — ft'\r — (c. - - y)s se- 
rait entier doit être exclu. 



II. — Intégration le long d'un chemin quelconque. 
Cas général. 

SOI. Lorsque l'on a à intégrer une fonction doublement pé- 
riodique (b(m) à périodes 2ti),, 2W3 le long d'un chemin déter- 
miné (C), allant d'un point «0 à un point «, , il faut d'abord, pour 
que la question ait un sens, que le chemin d'intégration ne passe 



y Google 



IKTtûnALLS DES FONCTIONS DOUBLEMENT rÉlUODIQliES. 1^9 

par aucun pôle de f{u)- Celte condition étant vérifiée, la marche 
générale consiste à décomposer la fonction <f{u) en éléments 
simples; (d{m) esi alors une somme de termes de la forme 



multipliés par des constantes. Les termes de la première sorte s'in- 
tègrent immédiatement, et la partie qu'ils fournissent dans l'éva- 
luation de l'intégrale envisagée ne dépend que des limites «o 
et Ui, et nullement du chemin d'inlégi'ation. Quant aux termes 
de la forme ^{u — a), on les intègre en partant de ce que l'on a 

■^ ' du 

ils introduisent par in tégration des termes de la forme 

logtf((r|--â^) — lo80-{((o— a)- 

La valeur de cette différence n'est déterminée, pour des valeurs 
données de «o, m,, qu'à un multiple près de at'ii:, et ce multiple 
dépend essentiellement du chemin (C). 

C'est la détermination de ce multiple d'après la nature du che- 
min (C) ou, si l'on veut, le choix des déterminations des loga- 
rithmes qui est l'ohjet de ce paragraphe, 

S02. La question ne se pose pas quand les invariants g^^ g% de 
la fonction du sont réels, que le pôle a est réel et que le chemin 
d'intégration est l'axe des quantités réelles. On ne peut alors sup- 
poser que l'axe des quantités réelles contienne entre u^ et U\ un 
zéro de la fonction d(ii — a), qui serait un pôle de la fonction 
a{w); il en résulte que les deux quantités rf(fio — a), '3'(Wi — «) 
sont de même signe, et la partie de l'intégrale qui provient du 
terme \{u — ci) est alors 

(cxvjio /''^("-''''''' = '°s|J«^5^!' 

où la quantité dont on doit prendre le logarithme est positive et 
où le logarithme a sa détermination réelle. 

La question ne se pose pas non plus lorsque les invariants étant 
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toujours réels, le chemin d'intégration est une portion de l'axe 
des quantités purement imaginaires, et que le pôle est un point 
silué sur cet axe. Les relations d'homogénéité (VIll) donnent, en 
effet, les formules 



tfC» 


';^î-^a)= i^(«;S'sj 


-^3). 


«ù 


• ;«-.,«) = -«(»;*., 


~s.). 


p(ù 


i\ Suffi) = - p("; ^î. 


-g-): 



mais si l'on considère un pôle d'affixe ia, et le chemin d'intégration 
rectiligne qui va du point («0 au point iu,, a, «„, u, étant réels, 
on ne peut supposer qne ce chemin contienne un zéro de la fonc- 
tion d\_i{u — a); g^, ^a]; 'l ^n résulte que la fonction réelle 
i{u — «; ^2, — g») conserve le même signe quand u varie de Uç, 
à fi. Dans ces conditions on a\ira 

[ J""r,\i{u-a);g,:g,-\d(iu) 



; g-i, —Si) 



n conservant au logarithme sa signification réelle. 



S03. Mais le problème posé ne peut être évité en général. 11 
est clair toutefois qu'il suffit de le résoudre pour la fonction Ç«, 
puisque, en désignant par (G) un chemin quelconque et par (C) 
ce que devient ce chemin (G) quand on lui fait subir une transla- 
tion égale au segment de droite qui va du point o au point ~ a, 

f l{u-.a)du^ f ■Cudu. 



Il est clair aussi, en vertu de la formule (VIj), que si l'on sait 
effectuer l'intégration pour un chemin (C), on saura l'effectuer 
pour tout chemin (C) qui se déduit de (C) par une translation 
égale au segment qui va du point o au point 2rwi + asto^, en dé- 
signant par r et s des entiers. En supposant, par exemple, que le 
chemin (C) soit dans une région où logrfii ail été défini comme 
une fonction hofomorphe, si l'on fait se correspondre les points « 
et a' par la formule 
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on atira, en désignant par u'^^^ a\ les points qui correspondent 

(CXVII,) J"\u du = les ^u\-los^u',^{',r^,^^sr„)(u[-K), 

Or, si l'on considère les parallèles à la direction qui va dn point o 
au point tiif, menées par les points d'affixe [211 -\- 1)»^, où n dé- 
signe un entier positif ou négatif, ces parallèles sépareront le plan 
en bandes, dont chacune pourra, par des translations du genre de 
celles que l'on vient de définir, être amenée sur telle bande que 
l'on voudra, par exemple sur la bande (Bo) qui contient le point o, 
et dans laquelle logrf" est défini (n° 470) comme une fonction 
bolomorphe, sauf toutefois sur la coupure que comporte cette 
bande. Or le chemin d'intégration, quel qu'il soit, se compose de 
parties dont cliactine appartient à une senle bande et peut ainsi 
être ramenée, par translation, à être située dans (Bg). On pourra 
donc se borner à considérer des chemins d'intégration situés 
dans (Bo). 

La même réduction s'effectue encore en appliquant le théorème 
de Cauchj (n" 352) ; on peut, en effet, substituer au chemin (C) 
un chemin (C) ayant les mêmes extrémités, tel qu'on puisse dé- 
former le chemin (C) pour l'amener sur le chemin (C) sans passer 
par aucun pôle de i^u. Le même théorème permet même de sup- 
poser qu'un ou plusieurs pôles de ^u se trouvent à l'intérieur de 
l'aire limitée par les chemins (C) et (C) pourvu qu'on en tienne 
compte. Si le chemin (C) va de 11^ à Ui on déterminera dans (Bq) 
deux points «'„, u\ respectivement congrus à w,,, «1 modulis 2(0,, 
20)3, et l'on substituera au chemin (C)le chemin (C) composé du 
chemin rectiligne qui va de u^ à u'^, d'un chemin quelconque situé 
dans (Bo) allant de uj, à u\, et enfm du chemin rectiligne allant 
de u\ à W). Les intégrales rectilignes s'obtiendront par la for- 
mule (CXVII2) et il ne restera plus qu'à effectuer l'intégration le 
long du chemin situé dans (B„). Il va de soi qu'aucun pôle de X^it 
ne doit se trouver sur le chemin (C). Il ne faudra pas oublier de 
tenir compte des pôles contenus entre (C) et (C). 

SO-i. Quant à l'intégration le long du chemin situé dans (B,,), 
on pourra se servir, pour l'effectuer, de la définition de logïfi 
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donnée au n" -470 et de la série Irigonomé trique. Mais il faudra 
faire allenlîon à la coupure : on pourra toujours l'éviter en appli- 
quant convenablement le dernier procédé; sinon, on devra mor- 
celer le chemin en parties qcii ne la traversent pas et effectuer 
l'intégration le long de chaque partie de chemin, en se rappelant 
que les valeurs de logrfiî ne sont pas les mêmes sur les deux bords. 
Nous aurons l'occasion d'appHqner cette remarque dans le pro- 
chain paragraphe. 

"lOo. Rappelons enfin la formule, déjà utilisée au n" 497, 

fCXVII,) J 'ç„rf„^_?i-(„t_„^)^y'''|j^rf„. 

li est égale à 2W( i' et les chemins d'intégration se correspondent: 
ils sont semblables (et même ho mo thé tiques quand aw, est réel); 
le centre de similitude (ou d'homothétie) est le point o. Cette for- 
mule montre qu'il suffit de traiter le problème qui nous occupe 
dans le cas oii le signe / porte sur la quantité ârj~^- 

Quand on se donne la valeur de ç,la valeur deSr)(c)estdonnée 
par une série très convergente, de sorte que l'on peut aisément 
calculer la valeur de log3|(!') avec une ti-és grande approxima- 
tion, sauf toutefois un multiple de u^i, qui est entièrement in- 
connu. Pour déterminer ce multiple, il suffit de calculer directe- 
ment logSf) (y) au rfioyen des formules (CVInCVa), avecuneerreui 
moindre que ïc en valeur absolue, donc, avec une approximation 
assez grossière. Afin de savoir combien de termes il faut prendre 
dans le développement de log3)(i'), donné par la formule (CVn), 
pour avoir la valeur de ce logarithme avec une erreur moindre 
que ^ en valeur absolue, nous allons évaluer une Umite supérieure 
de la valeur absolue de la somme 

ii.='V— ?"^-(,,ii„.«)., 

où l'on suppose c -^-- a H- fit, [ P 1 ^ - ■ 
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iuite, h désignant la valeur absolue de q, 



la dernière inégalité résultant de ce que la fonction x-^x"' de 
la variable positive x grandit lorsque x diminue et de ce que, si ^ 

est positif, h^ est plus petit que h'f. On aura donc 

Le second membre de cette inégalité peut d'ailleurs s'écrire, eu 
supposant r^n, 

'■■'- V')^ i-^/<« h'- 



- hn - 



Les seconds membres vont manifestement en grandissant avec h. 

On trouve que - — -j log _ j - est plus petit que tc pour h = 0,5^ . 
Si h est inférieur à cette limite, le calcul de la somme de la série 
qui figure dans la formule (CV^) est inutile ; or, on verra que dans 
les applications les calculs peuvent être dirigés de façon que h 
reste très au-dessous de cette limite. 

Pour h égal ou inférieur à 0,78 on trouve, de même, |Ra | ^^ 
en sorte que, dans ce cas, il suffirait de calculer un terme de la 
série (CV^). 

On voit donc comment l'indétermination pourra toujours être 
facilement levée. 

11 est bien clair que le même procédé s'applique aussi bien aux 
expressions de log rfaf») ou de log S^+i (i^), données par les for- 
mules (CVI|. CVO- 
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III. — Seconde méthode ne convenant qu'au cas normal. 

30B. jNous allons résoudre le même problème que dans le pa- 
ragraphe précédent, en suivant une méthode toute différente, qui 
nous fournira des renseignements intéressants et utiles, concer- 
nant la fonction Sf, (v), mais qui ne convient qu'an cas où 4 est 
UD nombre réel et positif. 

Nous établirons d'abord la proposition suivante ( ' ) ; 

En supposant que -. soit réel et positif, la partie réelle et le 
coefficient de i, dans la fonction S) (œ+ P'^l'^) où a, ^ désignent 
des variables réelles dont les valeurs absolues sont inférieures ou 
égales à -) sont respectivement du même signe qite a et ^. 

Nous désignerons le point S, i^v) comme l'image du point a ; si 
ce point v décrit une figure (F), le point 2fi(c) décrira une fi- 
gure (F') qui sera l'image de la iigure (F), On sait que dans ce 
mode de correspondance (représentation conforme) les angles se 
conservent. 

Nous allons déterminer les images R',, R!,, R'^, R'^ des quatre 
rectangles R,, R^, R3, R, dont !es sommets successifs ont respec- 



tpoiir 






Il suffit de faire cette étude pour le rectangle R,, car si l'on 
pose, en général, 

où A et B désignent des nombres réels, on aura 

^it-K — pT) =— A— Bj, &,(-a-|-pt) = -A-t-Bt, 

puisque, d'une part, la fonction S, (i') prend des valeurs imagi- 
naires conjuguées pour des valeurs imaginaires conjuguées de c 

(') Voyez ScHWABZ, Formules, elc, a' 51. 
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et que, d'autre part, cette fonction est impaire. Par conséquent, 
R', et R'j seront symétriques par rapport à l'axe des quantités pu- 
rement imaginaires; R', et R'g seront symétriques par rapport au 
point o; R', et R', seront symétriques par rapport à l'axe des 
quantités réelles. 

oOT, Tout revient donc à étudier l'image R', du rectangle R,, 
Supposons que le point v décrive ce rectangle dans le sens direct 
en partant A\i point o. Quand v croît par valeurs réelles de o à - , 
la fonction 2l| (c ) est réelle et croît depuis o jusqu'à 

■ainsi qu'il résuite dun" 175 et des formules (XXN-IV,), (XXXVIï); 
le point 3i(f) décrit donc le segment de droite qui va {') du 
point o au point S, ( - 1 ■ Supposons, maintenant, que le point c 

Fis- ■■ 



Ui 


J 




2 


h 


^ 




(R, 


,.,, 






' 


(Ra) 


° 


' 


"- 


1^ 






- 


- 




décrive ie second côté du rectangle; nous ferons y ==■--+- a-, en 



(') Sur la figure, on a supposé q — afi tt l'image est réJuiteau qtiart des di- 
mensions réelles qu'elle devrait avoir par rapport à celles des rectangles R,, B„ 
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supposant que la variable réelle a croisse de o à i ; 3, ( - +«-) 
est alors égal à 3a(a 7) : c'esL une quantité réelle, positive et 
croissante avec a, ainsi qu'il résulte immédiatement de la for- 
mule (XXXHi) qui montre que la fonction 3a(i'c), où i^ est une 
variable positive, est une somme de termes positifs qui croissent 
Ions avec c ; lors donc que a croît de o à i , la fonction Sa / 3 - j 
croît en restant réelle et positive de S^(o) à 

en sorte que, lorsque le point v décrit le second côté du rectangle, 
son image décrit le segment de l'ase des quantités réelles qui va 
du point 3,(7! au point 3, ( — ^ ] ■ 

Tandis que le point c décrit les deux premiers côtés du rec- 
tangle qui se réunissent à angle droit au point ;■, son image 
décrit deux portions de droite qui sont dans le prolongement 
l'une de l'autre. Cette contradiction apparente avec le principe de 
la conservation des angles tient à ce que, au point ~> la dérivée de 
la fonction 2r, (<•) est nulle (XXXV2), 

Supposons, maintenant, que le point v décrive le troisième 
côté du rectangle, qui va du point — -■ au point -; on fera 

i'=: — '■ et l'on fera croître la variable réelle œ de o à 1; on 

aura alors 

Lorsque a croît de o à 1 , la fonction 3n ( r ) ^^^ réelle, positive 
et décroît (n" 17S) depuis la valeur ^^(o) = q^qî jusqu'à la va- 
leur 3j{o) = ÇoÇ*; d'ailleurs, la valeur absolue de 3|(i') est 

q''^ âa^-J; son argument est —; le' point 3i(<') décrit donc, dans 
les mêmes conditions, une portion de courbe représentée en 
coordonnées polaires p, w, quand on prend l'origine pour pôle et 
l'axe des quantités réelles positives pour direction positive de 
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dans laqiipllo on devra faire varier (o de o à -^ - Cetle courhe relie 
le point 2r, ( — ;-— ) > situé sur l'axe des quantités réelles, au point 
3i (-)' sitiié sur la partie supérieure de l'ase des quanlîtés pure- 
ment imaginaires; le rayon vecteur qui va du point o à un poini 
de la courLe décroît à mesure qu'il tourne dans le sens positif (')- 
Supposons, enfin, que le point c décrive le quatrième côté du 
, rectangle qui va du point - au point o. La fonction 3, (f ) est pu- 
rement imaginaire; le point 2r,(r) ira donc, en restant sur l'axe 
des quantités purement imaginaires, du point ^i ( - ) a" point o : 
du reste, il est bien aisé de voir, en raisonnant comme au n" 17S. 
que le coefficient de t dans ^, (c), quand ■: croît, par valeurs po- 
sitives, de o à —.1 est positif et croissant (-"l. 



(') Cette courbe peut, suivant les cas, préseoter ou non, un poLnt d'inilex 
O Reprenons les notations du n" 175 et posons 

On (IWuira de l'égalité (XXXIII,) la suivante : 



i^-^4'~a^ 



"la fonction réelle p(3u,îiv) est égale a — oo pour iv 
quand (V croit par valeurs positives jusqu'à la -râleur w 
sa dérivée; pour cette valeur de w le second membre e; 






quantité négative (XXXJ ; lors donc que w croit de o à — . par 
la fonction décroissante 
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En verlu cUi principe de la conservation des angles, la ligne 
courbe, image dn troisième côté du rectangle R,, rencontre à 
angle droit les axes des quantités réelles et des cjnantités pure- 
ment imaginaires sur lesquels sont situées les imaj^es des second 
et quatrième côtés de ce rectangle. 

En résumé, quand le point v décrit le rectangle R^dans le sens 
direct, en partant du point o, son image décrit, aussi dans le sens 
direct, le contour R'| d'une aire limitée par le segment de l'axe des 

quantités positives qui va d\i point o au point 3) f \ en 

passant par le point &, f - U par une portion de courbe qui re- 
joint !c point S, ( '-!— ^) ="i point 2r, Q j, enfin, par le segment 
de l'ane des quantités purement imaginaires qui va de ce dernier 
point au point o. 

S08- Noiis allons montrer que l'aire (R|), limitée par le rec- 
tangle R|, a pour image l'aire (R',), limitée par le contour R',, 
A chaque point situé à l'intérieur de R, correspond évidemment 
un point et un seul situé à l'intérieur de R',. Inversement à chaque 
point a, situé à l'intérieur de R', , correspond un point et un seul v 
situé à l'intérieur de R) ; en d'autres termes, l'équation en v 

admet une seule racine figurée par un point à l'intérieur du rec- 
tangle R). On sait, en effet, que si une fonction f{v) est liolo- 
morplie à l'intérieur d'un contour (C), le nombre de zéros de/(i') 
contenus à l'intérieur de ce contour (C) est égal au quotient par 
ai'it de l'intégrale de la fonction d\.o%f{v)-, prise le long de (C) 
dans le sens direct, ou, ce qui revient au même, au quotient par 
3Tt de la quantité dont s'augmente l'argument de f(^), quand v 
décrit le contour (C) dans le sens direct. Mais, lorsque le point v 
décrit le contour R) dans le sens direct, le point S, (f) décrit 



i positive et la fonction /(iv) .1 



{XXXVJ; elle est donc toujoi 


ivs positive. 


/{iv) ne s'annule que pour çf 


= o; elle e; 


fonclionj("(iv) est donc, elle ; 
jours croissante, ce qu'il fallai 


rdémontrer' 
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le contour R, dans le sens direct et le segment de droite qui joint 
le point a an point 3i (f) tourne autour du point a, dans le sens 
direct, d'un angle égal à ait; l'argument de S) (c) — a augmente 
donc de 27:; donc le nombre de zéros de la fonction holomorphe 
3, ((,) _ a, contenus à l'intérieur de R, est égal à i . 

De ce que (R',) est l'image de (R|), il siiit que la partie réelle et 
le coefficient de t dans la quantité Sr, (a + ^t), où a et P sont des 
nombres réels, compris entre o et-i sont positifs; on peut même 
ajouter que la partie réelle est inférieure à ST) f \ ■ 

Des conclusions toiites semblables s'appliquent aux images R^, 
R'j, R^ des rectangles R2, Ra, Ru images qui se déduisent toutes 
de R'i par sjmétrie. Les contours IV^, R^, RJ limitent des aires 
(R;), (R;), (R;) qui sont les images des aires (R^), (R,), {R4), 
limitées par les rectangles Ra, R3, R^, Quand le point v décrit 
dans le sens direct un des contours R2, R3, R*, son image décrit 
le contour correspondant dans le sens direct. 

S09. Remarquons, enfin, que les quatre aires (Ri), (f^-i), (Ï^ï), 
(Ri) forment, dans leur ensemble, une aire (R), limitée par un 
rectangle R; cette aire a pour image l'aire (R'), ensemble des 
aires (R',), (R^), (R;), (R!,), limitée par nn contour simple R', 
formé par l'arc de courbe qui a été décrit plus baut et par des arcs 
symétriques. 

Il est dès lors aisé, en pratiquant une coupure dans le rec- 
tangle (R), de définir dans ce rectangle logSf,(c) comme une 
fonction univoque, le coefficient de i, dans cette fonction, étant 
l'argument de S, ( c). 

Lorsque c est un point de (R), 2ri{i') est un point de (R'). 
L'argument de Sr|(c) peut être déiini, sans ambiguïté, si l'on 
pratique dans {R') une coupure quelconque, allant du point o à 
un point de R' et ne se croisant pas elle-même; pour nous con- 
former aux habitudes, supposons que celte coupure soit pratiquée 
le long de l'axe des quantités négatives du point o au point 

3|/zi1zlI\ en passant par le point 3,/ j; le segment de 

droite qui va du point o au point S, f — - 1 est l'image simple du 
segment de droite qui va du point o au point — ;- dans le rec- 
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Latigle (R), le segment de droiLe qui va du point lï, i -- - ) au 

point Sr, f ^ J est à la fois l'image du segment qui va du point 

— - au point et du segment qui va du point — - au point 

^ ■ On regardera la coupure totale comme ayant deux bords, 

un bord supérieur sur lequel l'argument de ^, (c) est -k, un bord 
inférieur sur lequel cet argument est — w. Pour les points Sr, (c) 
de (R') qui ne sont pas sur la coupure, l'argument de 2r, (c) est 
compris entre — îu et +7t. Pratiquons, de même, dans (R) une 

coupure reetillgne allant de o à et désignons par (Ro) la 

figure ainsi modifiée, dont le contour est formé par la droite qui 
va du point o au point — - (bord supérieur de la coupure), les 

droites qui vont successivement du point an point- — 1 

de ce point au point ——! de ce point au point - -'■ de ce polnl 

au point , de ce point au point ^ ;- et de ce point au 

poini o (bord inférieur de la coupure). Le contour de (Ro) est 
simple; la fonction logSTi (c) définie comme étant la valeur prin- 
cipale du logarithme deSî, (c) est régulière en tout point v situé 
à l'intérieur de (Ro)- Sur le bord supérieur de la coupure et sur 
le segment qui va de ^ - à ■ ~^ - le coefficient de t danslogS, {;;) 
est TT ; il est — r: sur le bord inférieur de la coupure et sur le seg- 
ment qui va de — - à -■ La fonction logSl,((') est définie 

sans ambiguïté pour tous les points de (Ro) et de son contoiir, 
sauf au point o, à condition de distinguer les deux bords de la 
coupure. 

510. Si l'on désigne par l'y etc, dcus points inléficurs à(Ro) 
et si l'on imagine un chemin allant de fo à i^, et dont tous les 
points soient intérieurs à R„, on aura le long de ce chemin 



yGoosle 



iNiù(iH\LES DES fO^CTlo^s doublement rÉiiiODiyuns. 161 

où nous adopterons pour log3|(t') la définition précédemment fixée. 
Cette égalité subsiste lorsque l'un des points Co, fi vient sur le 
contour de (Ro) et même sur la coupure, mais il importe de dis- 
tinguer sur quel bord on se trouve; il suffît pour cela de consi- 
dérer les points infiniment voisins de Vg, V{ sur le chemin d'inté- 
gration. Elle subsiste encore si les deux points Va, C) sont sur la 
coupure et si l'intégrale est recliligne; on peut, dans ce cas, se 
placer indifféremment sur un bord ou sur l'antre, mais il est in- 
dispensable de regarder les dcus points l'o, ^t comme placés sur 
le même bord. 

511. Supposons maintenant que, en allant de fo à (j, par le 
chemin d'intégration, on reste toujours dans le rectangle (R), 
mais qu'on soit obligé de traverser la coupure au point v', par 
exemple, en passant de bas en haut. Nous distinguerons les 
points c'|, v'2 de même affixe que v' et situés l'un sur le bord infé- 
rieur, l'autre sur !e bord supérieur. On aura alors 



£<< 



où il est entendu que les intégi-ales portent sur la même <|uantit<' 
~ - et que les intégrales du second membre sont respectivement 
étendues aux deux portions du chemin d'intégration qui vont 
de fo à c',, de v'^ à f|, lesquelles ne traversent plus la coupure. De 
cette égalité et de ce que log&i(f'J, logSl|{i'2) ont même partie 
réelle, tandis que leurs parties imaginaires sont respectivement 
égales à — tzI et + ■rct, on déduit 



x; 






D'une façon générale, en supposant que le chemin d'intégra- 
tion ne sorte pas du rectangle (R), on aura 

(GXVIII,) y'''|||^-|rf^^-log3,(<-.)-log5,(^-„)+î.^Tr,, 

en adoptant pour les logarithmes leurs déterminations priiicl- 
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pales et en désignant par N un nombre entier que l'on obtient en 
ajoutant autant d'unités positives que le chemin d'intégration tra- 
verse de fois la coupure en allant de haut en bas, et autant d'unités 
négatives que le chemin d'intégration traverse de fois. la coupure 
en allant de bas en liant. 

512. Considérons, par exemple, l'intégrale rcctiligne 

o(i ('o est un point du segment de droite qui va du point - — '- 
au point — - — . à l'exclusion du seul point — -■ Le chemin d'iii- 
légratioiT ne traversant pas la coupure, on aura 






rfp-log2r,(t.„--[)-lo!;&i(<'c 



les deux nombres S, (l'a -Ht), S|(co) sont réels, égaus et de 
signes contraires; suivant que le coefficient de (dans t'o est po- 
sitif ou négatif, c'est-à-dire suivant que le point Co est situé sur 

l'un ou l'autre des segments qui vont du point aux points ' 

'—, —~, l'argument de ^({i'd) est -|- n on —71; d'ailleurs 

l'argument du nombre positif Sf) (cd4- <) ^^'^ "'-'' > '^'" '•^vra donc, 
suivant que le coefficient de i dans Co est positif ou négatif, 

(GXVIII,) jr'"""|lg}rf,^.-:^,-. 

513. Les deux résultats contenus dans la dernière formule 
peuvent être reliés l'un à l'autre par le théorème de Cauchj qui 
permet plus généralement de déduire toutes les intégrales de la 

forme / ■ ^' • ^ rfc de l'une d'entre elles. 

Soient, en effet, <'(,, t<'„ deux points quelconques tels que les 
parallèles à l'axe des quantités réelles menées par ces points, et le 
segment de droite joignant ces deux points ne contiennent aucun 
zéro de la fonction 3, (c). Soit t'o celui des deux points situés le 
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plus bas; considérons alors leparallélogi-amme dont les sommets 
sont i",,, <'o + i, ivo+i, (Vo'i en parcourant ce parallélogramme, 
de manière à rencontrer les sommets dans l'ordre indiqué, on le 
parcourra dans le sens direct. Si A est un point quelconque du 
segment qui joint les points l'o, Wo ; si B est le poînl d'inter- 
section du segment qui joint les points cq -t- i, (V(|+ i el de la pa- 



rallèle à l'axe des quantités réelles r 



,?Kïl 



prend les mêmes valeurs en A et en B ; il résulte de là que l'inté- 
grale / sr'-J-^t/i', étendue au périmètre du parallélogramme, est 
égale à la différence des intégrales reclilignes 

IVun autre côté, l'iutégialc étendue au parallélogramme est 
égale à aju multiplié par la somme des résidus de la fonction 
^^Y^- relatifs aux pôles de cotte fonction situés à l'intérieur du 
parallélogramme, c'est-à-dire par le nombre de zéros de la fonc- 
tion S, (y) simés à l'intérieur du parallélogramme, nombre qui 
est évidemment égal au nombre n de zéros de la même fonction 
situés sur l'axe des quantités purement imaginaires entre les deux 
parallèles à l'axe des quantités réelles menées parles points i>n,t-Ca- 
En appliquant l'égalité ainsi obtenue, 

au cas où Co^st un point quelconque du côté du rectangle (R) qui 

joint les deux points ^ - + -. — ~, autre que le point . 

et en tenant compte du résultat du n" 512 relatif à la valeur de l'in- 
tégrale du second membre pour ce clioîx de Cn, on obtient aisé- 
ment le théorème suivant qui comprend celui dn a" 512, comme 
cas particulier : 
Si Ton a 

en désignant par a et ^ des nombres réels, dont le second n'est 
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o'I-i. Considérons encore l'intégrale rcctilignc 

on Va est un point situé sur le côlé Infcrieur du rectangle R qui 

va du point ■ ■■■ ^ ■ - au point, 

Supposons d'abord tpe la partie réelle de i^o, que nous désigne- 
rons par a, soit positive; le chemin d'intégration ne rencontrant 
alors pas la coupure, on aura 

Le second membre est l'une des délerminalions du loga- 
ritlimc de 

il est donc égal à la quantité 

augmentée d'un certain nombre entier de fois 2i-R. D'ailleurs, 
l'argument de '^,{[>„') est compris entre o et — -; l'argument de 
^1 ("o-I-t), égal et de srgue contraire au précédent, est compris 



{1} C'est à M. Hermile que l'on doit la déterminatiBn dea intégrales de ce 
type et du type suivant. {Voir la Note insérée dans le tome II du Calcul diffé- 
rentiel et intégral de J.-A. Serret, p. 837.) Il est à peine utile de faire observer 
que les déterminations obtenues dans les n" 512-516 soat contenues comme cas 
particulier dans h formule générale donnée dans le précédent paragraphe. 



y Google 



INTÉGRALES DES FONCTIONS DOUIILEMENT PÉniODIOUES. i6j 

entre o et -; le coefficient de i dans logS|{i'i)4-'ï) — logâ, (<'„) 
est donc positif et compris entre o et ti; c'est donc t:(i — 2a). 

Si, au contraire, la partie réelle de Co, que nous continuerons 
de désigner par a, est négative, le chemin d'intégration rencontre 
la coupure au point a en allant de bas en haut, et l'on aura 






<;y = iogSi(Po+^)--iogS,(v„)-'i 



Dans ce cas encore, logS, (('(,-!- t) — logSr, (co) est égal à 
/7i:(i — 2a) augmenté d'nn certain nombre de fols 2jtï; d'ailleuis 
l'argument de Sri(fu) est compris entre - — 7 et — t;, et celui de 
^1 ("u + t) est compris entre - et i: ; le coefficient de i dans la 
différence des logarithmes est compris entre -k et aït ; c'est donc 
encore Tt(i — aa) etl'on a, par conséquent, suivant que a est po- 
sitif oa négatif, 

(CXVIIM J ' ^J-^rfi. = <7:(:4-_i-..^). 

On a, en particulier, 



jÇis-i:^ 



f 



515. Supposons maintenant qu'on ail à effectuer i'intégrale 
1^' ■ ■■ dv suivant un chemin quelconque donné (C). 
Imaginons le plan recouvert d'un réseau de rectangles, tous 
égaux au rectangle R. Le chemin d'intégration se décomposera 
en parties dont chacune appartiendra à l'un de ces rectangles, et 
il est clair qu'il suffit, pour savoir calculer l'intégrale totale, de 
savoir la calculer pour l'une quelconque de ces parties, c'est- 
à-dire pour un chemin contenu tout entier à l'intérieur d'un cer- 
tain rectangle R^ du réseau ; mais comme on peut faire corres- 
pondre les points des rectangles (Rj), (R) par une relation de la 
forme c' ^= c -H tk -1- «t, oii m et n sont des entiers, on pourra 
ramener toutes les parties du chemin d'intégration à être con- 
tenues dans R. 
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516- Considérons, par exemple, l'intégra 






dv. 



où Vu est maintenant un point quelconque, tel toutefois que la 
partie réelle de v^ ne soit pas un nombre entier, afin que la droite 
qui passe par les points Co, Co-t-Tne contienne aucun ïéro de 
3i(v). La position de cette droite, qui est limitée aux points va 
el ffl + T, empiète en général sur deux rectangles dw réseau. 

Posons Co ^ Trt + rtT + a + ^T, en désignant par m, n, et, ^ des 
nom.bres réels dont les deux premiers sont entiers, et dont le.s 
deux autres vérifient les conditions 

On aura, en entendant que Je signe d'intégration porte toujours 

remplaçons, dans les intégrales du second membre, la variable 
d'intégration v par /w+nt + fv pour la première, et par 
nt + («4- i)t + tv pour la seconde. Le second membre dc- 
%'iendra 

L'intégrale qui figure encore dans le second membre do cette 
équation a été calculée au n''51-4; elle est égale à — 2aT.i±:TLi, 
en prenant le signe + ou le signe - suivant que a est positif ou 
négatif; on en conclut 
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On déduira de là, en désignant par /' «n entier positif, 



Dans ces deux formules, on doit prendre le signe supérieur ou 
le signe inférieur suivant que la partie réelle de Co — m est posi- 
tive ou négative. 

517. Considérons enfin les intégrales rectilignes du type assez 
fréquent dans les applications 

on a et p sont des nombres réels dont le premier n'est pas entier. 
Une telle intégrale est un nombre purement imaginaire ; elle est, 
en effet, le produit par -î de l'intégrale 

X L3,(.-i,)*9,(.-=r,)J'^' 

OÙ la variable d'intégration x est réelle, et dont tous les éléments 
sont réels, puisque les nombres a + Xi, œ — x-z sont des imagi- 
naires conjuguées. 

Supposons, ce qui est toujours permis, que 13 soit positif, cl 
déterminons deux, entiers m, n tels que si l'on pose 



Ou observera tout d'abord que la fonction .^^^-^^ ne cbauj 
|)as quand on cbangc c en c H- ni, on a 

on a d'ailleurs 
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toutes les intégrales portant sur la mèmi 






inclut, en appliquant les vésLiltats précédemment obtenue 



(cxviii,) / srir* 



^r-l_,', |izl.„„.„,,(„.,,„. 



OÙ l'on doit prendre le signe snpérienr ou le signe inférieur, sui- 
vant que a' est positif ou négatif. Quant à l'intégrale qui subsiste 
dans le second membre, il est aisé de reconnaître qu'elle est égale 
à la détermination principale de log ^' , ^ q, : la partie réelle 
est nulle ; le coefficient de i, compris entre — ^ t: et -h ti est positil 
si a' et p' sont de même signe, négatif dans le cas contraire, nul 
pour les valeîu-s paitieulièrcs a'-— ±- i. 



y Google 



IN VER SI ON, 



CHAPITRE vu. 

OIN DONNE k"- OU g^, ff^\ TROUVER -c OU < 



I. — Le problème posé admet une solution et de cette solution 
on peut déduire toutes les autres. 

518. Dans ce qui [jréoède on a toujours regardé les nombres (ù( , 
W3 comme donnés : sur ces deux nombres on a supposé seulement 
que le coefficient de i dans le rapport t = — est différent de zéro, 
et même positif toutes les fois qu'interviennent les fonctions Si. 
C'est avec ces nombres w,, Wj que nous avons construit toutes les 
quantités ou fonctions que représentent les symboles g^, g's, 
rf(w[w,, W3), iï(«|w,, (Oj), p(«j(ù|, uj), e,, Gî, fia, ï],, Tiî, -^3, 
\/e, — 63. ... ; c'est avec leur rapport t que se construisent les 
quantités el les fonctions g, k, k', S'{c), K, R', sn», . . ., qui 
sont toutes déterminées sans ambiguïté. 

II y aura lieu souvent, dans ce qui suit, de melire en évidence 
les nombres to,, w,, t. Nous écrirons alors ^2 (w,, ^>l3),gs{<l},, W3), 
k{x), fc'{x), y'T(V), yj¥{^, K(t), R'{t), au lieu de g., g.„ k, k', 
tinuerons à écrire 3(t'[T) au lieu de 
I dans le présent Chapili'e, sn(i(]':), 
gnerles fonctions de u et de t dé- 
finies par les relations (LXXI,,«,,,8, XXXVII,,,), au lieu de 
sn(u,k), cn{u,k), dn(u,k), notation que, afin de nous con- 
former à t'usage, nous avons introduite au n° 301. 



y/k, v/^', K-, K'. Nous conti 
â(f) et nous écrirons aussi 
n(w[T), dn(M|T), pour dési 
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Dans les problèmes qui d(!pendcnt des fonctions cilipliques c 
n'esi cependant pas tes nombres (o,, W3 ou t qui sont immédia 
tement donnés. La solution de ces problèmes se ramène à l'inté 
gralion de l'équation différentielle 



où u désigne la variable, ^ la fonction inconnue et ■(■,, ys des 
nombres donnés, tels que l'éqnation 4y^ — ']'sj — ys"=^o n'ait 
pas de racines égales. 

Oa obtiendra une solution de celte équation si l'on connaît 
deux nombres d),, «s à rapport imaginaire, tels que les quantités 
^^■^(to,, Wt), g'3(cO|, W3), définies par les séries (IV^^) 

aient les valeurs données ^25 Y^"' '^^'■'^ solution sera la fonction 
j)(((|(i>i, (i)„) formée au moyen de la variable « et des nombres <o, , 
<i)s comme il a été expliqué aux n°^ 86-88; on a, en effet, dé- 
montré au n" 98 qu'une telle fonction vérifie l'équation différen- 
tielle 

el ^i{bi,, tii'j), ^3(w), Wj) sont respectivement égaux à ya, yj. 

Les mêmes problèmes dépondent, si l'on veut, de l'intégration 
de l'équation différentielle 



\du} 



-y^){\ — y.y°-), 



où K est un nombre donné différant de o et de i. On obtiendra 
une solution de cette équation si l'on connaît un nombre imagi- 
naire i, dans lequel le coefficient de t soit positif, et tel que la 
quantité A-^(t), définie parla formule (XXXYII.) 
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ait la valeur donnée x. Celte solution sera la fonction sn(H[T) 
formée au moyen de la variable « et du nombre i; de la manière 
suivante : on construit d'abord (SXXII) les fonctions &(c]t) de 
la variable indépendante v et de-r; on forme ensuite (XXXVIIi^s, 
LXXI3) les quanlilés 

et l'on pose enfin (LXXI„) 

lîn effet, d'après ce que l'on a vu ait\ n"' 301-306, la fonetion 
de « ainsi formée, qui est identique à la fonction sn(H, /,■) définie 
nii n" 301, doit vérifier l'équation différentielle (LXX| ) 

(dy 



(Sy-"-^^n-^^H.)r^], 



et A-^(t) est égal à x. 

On voit, dès lors, se poser ies prohlèii 

Quand on se donne les nombres ya, Ya "w x, existe-l-il deux 
nombres à rapport imaginaire u, , Wj, ou un nombre imagi- 
naire T dans lequel le coefficient de i soit positif, qui vérifient 
respectivement les équations 

Quelles sont toutes les solutions de ces équations oà tu,, wa 
ou T sont les inconnues? 

S19. Nous démontrerons d'abord les deux tliéorèmes suivants : 

I. — Si l'on se donne deux nombres ya, y^ tels que l'équa- 
tion en y 

4y~ — tiy — -l3--^-o 

ait des racines distinctes s, , s^i ^3, ou, ce qui revient au même. 
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si l'on se donne trois nombres distincts s,, s^, sj dont la 
somme soit nulle et si l'on pose 

il existe deux nombres w,, (03 tels que la partie réelle du rap- 
port ~ soit positive {non nulle) et qui vérifient les équations 

I[. - Si l'on se donne un nombre x qui n'est ni négatif, 
ni positif et plus grand que 1, il existe un nombre t dont le 
coefficient de la, partie imaginaire est positif ., qui vérifie l'é- 
quation 

520. Nous commencerons pur monLrer f[ue le tlicorcme U, sup- 
posé vrai, entraîne le théorème 1. 

Les nombres distincts Sj, £3, £3 étani donnes (sj + E2+ s,^ o), 
posons 



0[i peuL toujours supposer que les nombres s,, si, s^ aient éié 
rangés de façon que les conditions imposées à v. soient vérifiées : 
elles le sont, quel que soit l'ordre de e, , Sa, £3, si ces trois points 
ne sont pas en ligne droite ; s'ils sont en ligne droite, on prendra 
pour E| , Es les points extrêmes, pour s^ le point intermédiaire. 

Avec le nombre T qui, par hypothèse, vérifie l'équation (p) con- 
struisons les fonctions 3(c|t;), puis, ayant choisi arbitrairement 
la détermination de yei — e^, déterminons w, par la condition 

et posons 1,13=: Wii:. Construisons ensuite les fonctions rf(w| 0)1,(03), 
jD{i(lto,, (ija), ... et reprenon.s, pour toutes les quantités qui se 
rapportent à ces fonctions, la suite de nos notations habituelles. 

Nous aurons (XXXVI3) 
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et j par coBséquenl, y^e, — ei^=\J&i — sa! or, celle cgalii 
prochée de la définition de v. ei des équations 

dont la première résulte de la fooiude (XXWII.O, 1 
puisque x est, par hypothèse, égal à k^{'^), que l'on a 



et, par conséquent, gi^:=y3, ^j-^^Yj- 

S21, Tout est donc ramené à la démonstration du théorème II. 
Nous démontrerons d'abord ce théorème lorsque x est nn nombre 
réel, positif, plus petit que un, et nous établirons, pour cela, la 
proposition suivante : 

Ilo. — Si X est un nombre réel, positif, plus petit que un, 
on satisfait à l'équation (^) en posant 









Dans les intégrales, oii tout est réel, les radicaux ont le sens 
arithmétique; -: est donc réel et positif . 

Construisons, en effet, avec la valeur de ■: ainsi ciéfiiiio, les 
fonctions S(c|t), ^(t), k' {-.), K(^), K.'(t); les quantités ^a(^)_ 
A'^(t) seront réelles et positives (puisque t est purement imagi- 
naire), plus petites que un (puisque leur somme est égale à un), 
et l'on aura, comme on l'a vu (') au n° 311, 

(') A la vérité les formules du n° 311 ont été déduites des formules des n"' 2B7 
et 298 qai donnent, sons forme d'intégrales, les expressions de w, v'e, — e,, 
-r ^e, — c, lorsque u, et ~ sont réels et positifs; mais, d'une part, les formules 
que noua citons dans le teste auraieni aussi bien pu être déduites directement 
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endonoant aux radicaus leur significalion arithmétique. Puisque 
(LXXI3,,) i R'C^) est égal à •:K{t), on a donc la proporlion 



/ /T^T 



or celte proportion entraîne l'égalité y. = /v^ (t); car si, dans le 
premier rapport, on regarde pour un instant x comme une va- 
riable et si l'on imagine que x augmente de o à 1 , le dénominateur 
augmentera en même temps que le numérateur diminuera ; le rap- 
port diminuera donc constamment et n'atteindra la valeur dn se- 
cond membre qu'une seule fois, quand x sera égal à A'^(t). 

La proposition est donc démontrée, dans le cas où v. est réel, 
positif, plus petit que un; en d'autres termes, dans ce cas, on a 



^-(^) 



ou, d'une façon plus explicite encore, si, dans le premier membre 
de l'équalion (P), 00 remplace t par —1 ce premier membre se 
réduit identiquement à y.. 

Sâ2. C'est cette dernière remarque, établie seulement dans le cas 
oîi X est positif et plus petit que un, qui va nous fournir la dé- 
monstration du théorème II dans sa généralité, démonstration qui 
résultera de ce que deux fonctions analytiques de x ne peuvent 
coïncider sur une ligne sans être partout identiques. 



dans le cas où - est réel eL positif, sans passer, comi 


me nous l'avons fait, par 


l'intermédiaire des fonctions ï; et, d'autre part, si 1 


'on venl rétablir toute la 


chaîne des déductions que nous avons Faites dans ces 


divers numéros, il suffit, 


après atoir choisi t comme nous venons de l'expliqiiei 


-, de choisir arbitrairement 


le nombre positif w,, de prendre ui^ 1=; o),t, en sorte qu 


le Z- soit réel et positif, de 


construire toutes les fonctions dont on a besoin au m. 


oyen des demi-périodes w,, 


14,; e„e„ e, sont alors réels, rangés par ordre de grai 


ideur décroissante, etc. : la 


conclusion est la même, et les quantités u„ w, ne figu 


:rent dans celte conciusion 
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Nous établirons le théorème suivant 



Hi. — £"« supposant que -a ne soit ni un nombre négatif, ni 
un nombre positif plus grand que un, on satisfera à l'équa- 
tion y. ■-= />^{'c), en faisant 



(GXIX,) 






A--«in=o X »/r-^ir^^ 



X »/r^^â^ 



On suppose que la variable d'intégration cp soit réelle et que 
les parties réelles des radicaux soient positives . Dans ces con- 
ditions, le coefficient de i dans ■% est positif. 

523. Observons d'abord que les intégrales définies qui précèdent 
ont un sens pourvu qu'on fixe la signification des radicaux et que 
les quantités sous les radicaux ne s'annulent pas dans les limites 
de l'intégration; dans ces limites i— xsin^œ ne peut s'annuler 
que si H est réel et plus grand que un, i — (i — x) sin^a ne peut 
s'annuler que si k est négatif. 

Ces remarques conduisent à introduire dans le plan qui sert à 
représenter le nombre x deux coupures, l'une qui ira du point i 
à +03 en suivant l'axe des quantités positives, l'autre qui va de o 
à — co en suivant l'axe des quantités négatives. Nous désignerons 
par (ï) le plan dans lequel on a pratiqué la première coupure 
seulement, par (T') le plan dans lequel on a pratiqué la seconde 
coupure seulement, par (S), enfin, le plaii avec les deux coupures. 
11 va sans dire que quand on parlera d'un point appartenant à l'un 
des plans coupés (T), (T'), (5), on entendra que ce point n'est 
pas sur une coupure du plan considéré. 

C'est surtout au plan (S), à deux coupures, que nous aurons 
affaire : nous réunissons ici quelques remarques et conventions 
qui nous seront utiles, soil immédiatement, soit dans la suite. 

L'argument de tout point x du plan (S) sera supposé compris 
entre — iî et +«; cet argument varie d'une façon continue 
avec X, qui, encore une fois, ne doit jamais traverser les coupures. 
C'est cette valeur de l'argument que l'on adoptera pour celles des 
fonctions de x dont la détermination dépend de l'argument de la 
variable; ainsi, en désignant par m un entier positif, '\/v. sera un 
nombre dont la valeur absolue sera k racine ni''''^^ arilbiiiclique 
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de jx I, et cloru l'iirgnmciil sera compris CJiirc — — eL — ; \/y. sera 
alors dans le plan (S) une fonction holomorphe de /., l'oncûon 
dont la partie réelle sera positive et dans laquelle le coefficient 
de i aura le même signe que le coefficient de i dansx. De même 
logx sera un nombre dont la partie réelle sera le logarithme népé- 
rien de |x|, et dans lequel le coefficient de ( sera l'argument 
de K ; ce coefficient sera encore du même signe que le coefficient 
de (dansx, et l'on aura 

!og/.^log[— x)::Tr/, ■ 

suivant que le coefficient de i dans v. sera positif ou négatif. 

Il est clair que le point i — k est le symétrique du point v. par 
rapport au point ', qui est lui-même un centre de symétrie pour 




les deu^ coupures; les deux points appartiennent en même temps 
au plan coupé. 

Tout ce qu'on vient de dire de l'argument de x, de y'x, de 
logx, s'applique naturellement à l'argument de i — x, à y/i — x, 
àlog(i^x); on observera, en passant, que les coefficients de / 
dans X et dans i — x sont de signes contraires. 

Toutes les fois que, s désignant une quantité quelconque, logs 
est défini, nous entendrons par log(oz), où o est on nombre positif 
quelconque, 

log(ff^) — loga + logs, 

où loga a sa valeur arithmétique. 
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Lorsque K appartient au plan (S) nous adopterons pour 
log — '-^ la détermination iogx — log(i — x); on peut dire encore 
que le coefficient de i dans log— -^ est l'angle moindre que ir en 
valeur absolue, sons lequel on voit du point o le segment qui va 
du point I — X au point x : cet. angle est positif si x est au-dessiis 
de l'axe des quantités réelles, négatif dans le cas contraire. Celte 

détermination est encore la valeur principale de log ^ 1 qui est 

holomorphe dans (S). 

Lorsque (p varie de o à -, le point i — xsin^» décrit le segment 
de droite qui va du point 1 au point i — t: en même temps le 
point I — (i — x)sin-3 déciit le segment de droite qui va du 
point I au point x; les deux points i ^xsin-^, 1 — {i--x) sin^tp, 
qui, pour une même valeur de (f, sont situés sur une même pa- 
rallèle à la droite qui joint le point 1 — xau point x, appartiennent 
au plan (s), si le point x appartient à ce plan. 

Nous définirons les quantités \J \ ^xsin*cp, \J \ — (i — x) sin^ai 
d'après ta règle générale donnée plus liant pour \Jv., \/i — x ; leur 
partie réelle, qui ne s'annule certainement pas, est alors positive, 
de sorte que ladéfînllion qu'on adopte ici est conforme à celle qu'on 
a adoptée dans l'énoncé du théorème 11^, pour préciser le sens des 
intégi'ales définies X, X'; les coefficients de (dans ces deux radicaux 
sont d'ailleurs de signes contraires. Le point \/i — x sin^<p est situé 
dans l'angle aigu formé d'une part par l'axe OP des quantités po- 
sitives, de l'autre par la bissectrice de l'angle formé par ce même 
axe et la droite qui va deO au point 1 — x; le point-— ;-:- : : ■: .- est 

situé dans l'angle aigu POA symétrique de l'angle qu'on vient de 
définir par rapport à l'axe OP. On verra de même que le point 
. — -i- — est situé dans l'angle aigu POA' de la figure : la 

direction OA' est la symétrique, par rapport à l'axe OP, de la 
bissectrice de l'angle formé par la droite OP d'une part, par la 
droite qui va de O à x, d'autre part. Dans la figure la direc- 
tion OA est au-dessus de l'axe des quantités réelles, et la direc- 
tion OA' est au-dessous; cela lient à ce que le point x a été pris 
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au-dessus de Vsxe des cjuantités réelles; ce serait l'inverse s'il 
était au-dessous. 

524. On reconnaît immédiatement que si deux nombres ima- 
ginaires sont représentés par deux points situés à l'intérieur d'un 
. angle ayant pour sommet le point 0, la somme de ces deux 
nombres sera représentée aussi par un point situé à l'intérieur du 
même angle; il en sera de même si l'on considère autant de 
nombres que l'on veut, tous représentés par des points situés à 
l'intérieur d'un même angle, et la même conclusion s'étend à une 
intégrale, qui est la limite d'une somme. On voit donc que l'in- 
tégrale définie X sera représenlée par un point situé à l'intérieur 
de l'angle POA et l'intégrale définie X' par un point situé à l'inté- 
rieur de l'angle PO A'; les parties réelles des deax nombres x, X' 
sont essenliellemenl positives; quant aux coefficients de (,11s sont 
de signes contraires; le premier est positif, le second négatif 
quand le coefficient de i dans x est positif, comme dans le cas de 
la figure ; c'est l'inverse quand x est situé au-dessous de l'axe des 
quantités réelles ; les coefficients de i dans X, X' ne sont nuls qne 
si X est réel, positif, plus petit que un. Dans tous les cas, l'angle 
AOA', qui est la moitié de l'angle sous lequel on voit du point O 
le segment qui va du point i — x au point k est aigu; il en est de 
même, a fortiori, de l'angle intérieur à celui-là formé par les 
deux, directions qui vont du point aux points X, x', c'est-à-dire 
de l'argument du rapport — ■ La partie réelle de ce rapport est 
donc positive : il en serait de même de la partie réelle du rapport 
inverse. On observera que l'argument de —, fixé comme nous l'a- 
vons fait, est, d'après ce qu'on vient de dire sur la position des 
points x', X, négatif si le point y. est au-dessus de' l'axe des quan- 
tités réelles, positif dans le cas contraire; en d'autres termes, les 
coefficients de i dans — et dans x sont de signes contraires. 

Ceci posé, dans le plan (s), X et x' sont des fonctions univoques 
de K, d'après leur définition même. En chaque point du plan (S) 
ces fonctions sont régulières, c'est-à-dire que si l'on augmente x 
d'une qiiantité h, suffisamment petite en valeur absolue, les fonc- 
tions X et x' ainsi modifiées sont développables en séries entières 
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en A (on donnera tout à l'iienre les expressions de ces séries); 
elles sont donc des fonctions holomorplies de x dans le plan (g). 
Il en est de même du rapport -■ puisque X ne s'annule pas, non 
plus que sa partie réelle. 

Reportons- nous maintenant à l'équation /f2(-;)r3rz. D'après la 

formule (XXXVlIe), k'' est égal à î^; il est donc clair que si 
l'on regarde t comme une variable, /i:^('c) sera une fonction holo- 
morphe de -i; pour tous les points t situés an-dessus de l'axe des 
quantités réelles; or le rapport -^ est représenté par un tel point, 
tant que x appartient au plan (s); k^(~), quand on y regarde t 
comme égal à -^ , est donc une fonction (de fonction) holomorphe 
de K ; or Z:^ ( ~" ) ^^^ ^S^^ ^ ^ quand x est réel compris entre o et [ ; 
donc enfin l'égalité k^ (^~\ = x subsistera pour toutes les valeurs 
de X appartenant au plan (S). 

325. Nous avons obtenu une solution de l'équation en t, 
k^{-z) = y., à savoir x^^—; nous nous proposons maintenant de 
les avoir toutes. Et d'abord, dès qu'il y a une solution, il est bien 
évident qu'il y en a une infinité ; si a, b, c, d sont quatre nombres 
entiers choisis parmi ceux qui satisfont aux conditions du cas i" 
du Tableau (XXo), on a, en eSet, comme il résulte du Tableau 
(LXXX,) dans le cas 1", 

'' = ^' i^îr;) = (- o^-'-^H-) - '^H''), 

de sorte que, si a, d sont des entiers impairs et b, c des entiers 
pairs tels que l'on ait ad— />c = i , le nombre — — ^ est, en même 
temps que le nombre c, solution de l'équation /i-('r) --— >i- Mais 
n'y en a-l-il point d'autres? 

Nous avons rappelé que la fonction ^^= sn(K j ■:) de w et de ■: 
vérifie l'équation différentielle (LXX,) 

(dy 



(£)■ 



-75)[i-/,'^(-)j-^|; 
la fonction s = so-(h I t) vérifie donc manilestement l'éq' 
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différentielle 



\du) 



Il en résulte que, si i, et -z^ désignent deux solutions de l'équa- 
tion A^(t)^:x, les deux fonctions sn-(H|'!;i), sn^(«|-:3) de la 
variable u vérifieront nécessairement la même équation différen- 
tielle 



(£)'-*'<-"(.. 



■-^)- 



mais alors ces deux fonctions sn5(K [ t,), sn^(« [T2)dela variable u 
sont nécessairement identiques. En effet, on sait que la fonction 
sn« est développable en une série de la forme 

aa + ba^ + cii^-^...-, 

la fonction sn"^ h sera donc développable en une série de la forme 



or, comme il est bien aisé de le voir, l'équarion différentielle pré- 
cédente détermine sans ambiguïté les coefficients A, C, C, ... de 
ce développement en fonction de % seulement, 

A la vérité, la démonstration ne s'applique que dans le do- 
maine de convergence de la série en u- ; mais, comme deux fonc- 
tions analytiques de u ne peuvent coïncider dans une portion du 
plan sans coïncider partout, notre assertion n'en est pas moins 
évidente. 

Les deux fonctions sn^(H [-,), sn^(i([-;:2) de ia variable u étant 
identiques admettent évidemment les mêmes zéros : les nom- 
bres (') um|K(T;i)-i-am', (K'(i;,) sont donc les mêmes dans leur 
ensemble que les nombres 2m2K{Tî) -|- 2m2iR'('t2) en suppo- 
sant que /n, , m\ , m^, m'^ soient des entiers ; c'est-à-dire que les 
nombres K(x)), iK'(t)) doivent être équivalents aux nombres 
K{tî), iK'(-tj); ils ne peuvent être que proprement équivalents, 
pnisque les coefficients de i dans les rapports 
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sont de même signe; en d'autres termes, il exisLe quatre entiers 
a, b, C, d liés par la relation ad — bc= i, tels que l'on ait 

D'ailleurs la fonction so^(i([Ta) devient infinie, Ou égale à un, 
quand on suppose u égal à iK.'(Ta), ou à R(-:ï); il doil enèlre de 
même de la fonction sn^ (if ] t) ) qui est la même fonction de u que 
sn'(i([-ï2), quand on y suppose « égal à cK(t,) + rfîK'(T)) ou à 
aK(T)) + 6(K'(ti); on en conclut bien aisément, par les for- 
mules (LXXII), que c et J sont pairs, a et li impairs. Si ti est une 
solution de l'équation x ;=^ /•^{'^)^ toute solution de cette équation 
est donc de la forme 



où a, h, c, d sont quatre nombres entiers qui satisfont aux condi- 
tions du cas i" du Tableau de formules relatives à la transforma- 
tion linéaire. Or i, = — - est une telle solution; les nombres dé- 
finis par la formule 



où a, h, c, d ont le sens que l'on vient de rappeler, et ceuv-ià 
seulement, vérifient donc (') l'équation A:^(t) = x. 

S26. Cherchons maintenant toutes les fonctions analytiques de 
la variable x qui, mises à la place de -r, changent identiquement 
^■'(t) en K, Désignons par Xo une valeur de v. où l'une des fonc- 
tions analytiques cherchées soit régulière; la valeur de cette 



C) si l'on demande seulement les nombres t qui vérifient l'équation A^(t) = ï 
et pour lesquels la fonction sn ( u | t ) est la même fonction de u, en rejetant ceux 
pour lesquels la fonction sn(u ] t) est veni placée par — sn[w | t), on voit aisé- 
ment, en s'appuyant toujours sur les formules (LXXII), que ce sont les nombres 
de la forme 

c X -H rfis' 



oii a cl d sont congrus à i, modulis 4, tandis que 6 et c : 
choisis parmi ceui pour lesquels on a ai^ — èc = 1 , et ceu 
pondent à la question. (Ci. ScHWAaz, Formules, p. 3i.) 
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fonction pour z = x,, peut être mise d'après co qui précède sous 
la forme 

= c^(''o)-l-''^'^'('^o') 

<Ix(Ko)-1-èiX'(Xû)' 

où a, b, c, d sont des nombres déterminés choisis parmi ceux du 
cas i" du Tableau (XX^). La fonction de v. 

se réduit à To, pour y. ^Xo, et vérifie identiquement l'équation 
/f2(T) = x. C'est la seule fonction de x, régulière en Xq, qui sa- 
tisfasse à cette double condition; en effet, une telle fonction est 
entièrement déterminée, pnisque l'équation k'-'^r) = x dél 
sans ambiguïté les valeurs, pour y. =^«0, de toutes ses déi 



527. D'après ce qu'on a dit au n" S20, on obtient une solution 
des équations (a) en prenant une sohilionde l'équation x = /:^(t), 
par exemple la solution t^ — . en choisissant arbitrairement 
une détermination de y's, — S3, puis en faisant 



--Pi"> 






S28. On peut sans peine déduire toutes les solutions des équa- 
tions (œ) d'une solution w, , w^; en effet, une seconde solution 
w',, ci>'j conduirait à la même fonction pu que la solution u,, 
(1)3, puisque les deux fonctions vérifieraient la même équation 
différentielle et comporteraient les mêmes développements en 
série. Les deux, fonctions p(i<| W), Wj), p((( | w', , w',) étant iden- 
tiques, les réseaux des parallélogrammes de périodes coïncident : 
on en conclut que les nombres w', , w'j sont proprement ou impro- 
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premeiil équivalents aux nombres w,, oj^; en d'auU-es Icrmes, 
loules les solutions des équaiions (œ) sont données par les for- 
mules 
(CXIXi) w = ^'^-^^''^' , 1,13 = <:_^ -<-diK' _ 

OÙ a, b, c, ("? sont des entiers assujettis à la condition ad — bc =-i: ] 
Les fonctions analytiques de ya, ya que définissent les formules 
précédentes sont d'ailleurs les seules qui, mises à la place de <D), 
(1)3 dans les seconds membres des équations (a) transforment ces 
équations en identités. Le problème proposé est donc résolu. 

S29. Revenons maintenant à l'équation k-{i:)=^yi. et à ce fait 
essentiel que, en supposant le point x dans le plan (S), elle se 
transforme en identité quand on y remplace x par -^; nous allons 
réunir ici quelques conséquences de cette proposition, consé- 
quences qui nous serons utiles pins lard. 

Tout d'abord on a, en allribuanl à ^/k, yT^—K les significations 
qui ont été spécifiées au n" 523, 

en effet, pour chacune des deux égalités, les quatrièmes puis- 
sances des deux menibres sont égales, en vertii de l'égalité 
v.= k^ ( — J et, pour chacune des égalités, les seconds membres 
sont, comme les premiers, positifs lorsque k est positif et plus 
petit que un; l'égalité, établie pour ces dernières valeurs de x, 
subsiste dans tout le plan (S), puisque les diverses fonctions que 
l'on considère sont holomorplies dans ce plan. On peut écrire 
encore 

(cxix.) f;=^/'<(^). ►''"--^=i/*'(t)' 

Des rclalions (XL,) on a déjà détluÎL au n" 173 la relalion 

i-n/FëT) S.(o|,) + a.(o|,)' 
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comine on vient di; voir que, dans Loiil le plan (£), \/ k' j —- j 
est égal à i^i — K, on a donc, dans Lout le plan (G), 

Eu se roporlanl à la lovimile (XXXVll,), on en concliil 
l'égalilé 

où, dans le second mcmhic, on suppose que q--e'-'^' est remplacé 
par e '■ . 

L'expression ^■ ■■- ■-"■ • qui est évidemmeni une fonction ho- 

lomorphe de x dans le plan (6), jouera un grand rôle dans les 
calculs numériques; nousla représenterons par p. Observons que 
sa valeur absolue est plus petite que i, car, la partie réelle de 
^/i — K étant positive, le point ^/t — x est à une distance moindre 
du point I que du point — i, et le rapport de ces deux distances 
n'est antre chose que la valeur absolue de p. 

530. On a de même 

En effet, lorsque v. est posilit' el plus petit que un, l'égalilé 
x=r k'^{'^) entraîne les égalités 

puisque K{t) et X, d'une pari, K.'{t) el X' de l'autre sont alors 
représentées parles mêmes intégi'ales définies; mais, quand on 
regarde t comme égal à — . K.(-r) et K'(t) sont, dans le plan (S), 
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des fonctions (de foncùons) holomorplics de y.; les éfçytaés siil)- 
aistent donc dans tont le plan (E). 
De la relation 

on déduit, en désignant par \/X !a racine carrée de X dont la 
partie réelle est positive, el par l/- la racine carrée arithmétique 
de ^, 

(GXIX:) ^^=\/Ï^^Ht)' 

en eifet, les deux membres qui sont des fondions liolomorphes 
de X dans le plan (E) sont positifs quand x est positif, plus petit 
que un. Cette égalité, jointe aux précédentes, donne les relations 

(GXIX,) . ^ _ 

d'où, à cause do la relaùon (XXXVIs), 

531, La première formule (XL,) donne immédiaLement, en te- 
nant compte des formules (XXXVÏI.) et (LXXI,), 

( -, -, K(,)[i + v'*'l-)]^ 

Voyons ce que devient celte égalité quand on y remplace i 
par — = X et x' étant les fondions lïolomorphes précédemment 
définies de la variable x qui est assujettie à rester dans le plan (S), 
La fonction /*:^(-r) se change alors en x; A-(4^) se change donc 
(CXIX,) en 
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cjiiantité qui, comme nous l'avons vu, est en valeur absolue plus 
petite que i . Désignons aussi par X, ce que devientx quand on j 
remplace x par %, : à la vérité y., peut être négalif et se trouver, 
par suite, sur une coupure du plan (S); X, n'en est pas moins dé- 
fini puisque l'on a vu que la coupure pratiquée le long de l'axe 
des quantités négatives n'intéresse pas X qui est défini dans tout le 
plan (T). 

Le dernier membre de l'égalité à transformer devient manifcs- 
lemenl 

IxO + fT^)-. 

Pour voir ce que devient le premier membre, plaçons-nous 
d'abord dans le cas normal oii - est réel cl positif ; v.^ k'^ {-) est 
alors réel, positif et plus petit que i, et il en est de même de 
P* = /f2(^i;); il est donc clair que clans le cas normal X, est égal à 
K(4t) comme X est égal à K(-:}. On a donc, dans ce cas, l'égalité 

.,_i.(.^i/7-;).. 

D'ailleurs, quand x reste dans (S), p' reste dans (T); X) est donc 
une fonction (de fonction) holomorpbe de x; il en est manifeste- 
ment de même du second membre de l'égalité précédente; cette 
égalité subsiste donc pour toutes les valeurs de x qui appartien- 
nent au plan (S). 

En écrivant x(x) au lieu de X, c'est-à-dire en regardant Xcomme 
un signe fonctionnel indiquant une opération à effecliier sur le 
nombre x, on pourrait écrire le résultat précédent sous la forme 



(CXIXs) 



4(^-|s)>^-<-''- 



En se rappelant que K'(4'c) est égal à ^ir:K{/\-;) comme K'(-:) 
est égal à (-:l^(-:), on déduit de l'égalité (n), la suivante 

K'(4^)-K'(t}[i^/ÂT^")]-. 

En désignant par x', ce que devient x' quand on y remplace x 
par p', et en raisonnant comme tout à l'iieure, on verrait que, 
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dans In cas normal où ~ est réel et positif, cette égalité devient, 
lorsqu'on y remplace ■: par - > 

mais celle égalité ne subsiste pas dans tout le plan (S) parce que 
la coupure le long de l'axe des quantités négatives intéresse l'in- 
tégrale x', 

S32. Pour ce qui est de la solution des équations (a), où t,, 
£î, Es sODt les données, solution qui est fournie par les formules 



nous avons fixé arbitrairement la signification de \/è| — s._ 
rien dire de \/s, ^ej, \/ï2 — e^; convenons de prendre 

les radicaux ^e, — e^, \/e2 — es coïncideront alors rcspecti 
avec les radicaux y/s, — t^, v^s^ — Ej; on sait déjàque y/ei— -e^ coïn- 
cide avec ^£, —s^. 

Choisissons pour \/s, — Ej celle des racines carrées de ^s, — s-, 
que l'on voudra, et prenons, en conservant pour y/x la détermi- 
nation spécifiée plus haut, 

(cxrx») M^-ji^^; 

à causedelaformide(XXXVl3), on aura alors ^/e, -63 = \/'e, — =3- 
Déterminons enfin les valeurs de y/s^ —s^, i/s^ — E3 par les condi- 
tions 

(cxix,) î/^-^I ^ {/., ^ î/r-^, V^^^T, - iV^^^^, Vy-. 

et les valeurs de y^e, — Ca, ^e-i — e^ coïncideront avec celles 
de v'e,— £2, J/ê2 — E3. 
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dcx 



Étude de l'intégrale / — — — ^— - considérée 
comme fonction de y.. 
S33. ÎNoiis allons maintenaiil étudier de plus près les fonctions 

que nous désignerons aussi par x(/), x'(ii) =:X(i — x). Ces deuN 
fonctions sont (n" SSi) holomorphes dans le plan (S); la première 
est holoraorphe dans le plan (T), la seconde dans le plan (T'). 

En supposant que x appartienne à (T) et que le cercle décrit 
du point y. comme centre avec on rayon éga! à ] /( | n'atteigne pas 
la coupure de (T), on peut écrire 



en conservant à tous les radicaux le sens prescrit au n" 523; les 
deux membres sont, en effet, certainemenl égaux au signe près 
et les signes sont les mêmes pour les petites valeurs de A; l'égalité 
subsiste donc tant que les deux membres sont des fonctions holo- 
morphes de k. En développant la quantité 

par la formule du binôme, et en intégrant entre les limites o et -■ , 
on trouve 

>;(x-i-A) =-x(/)-^ ' J,/i-^ '-^Ji/(-^ -!-...+ '''^•^;"^^" -— .l„4" + -.- 

OÙ l'on a posé 
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Il est aisé d'obtenir pour les intégrales J,; une formule de ré- 
duction. En intégrant entre o et - les deux membres de l'égalité 

+ (2«-.) (,— ^.sin=o) ~ ,in"-'<-ï,p(,_sin'.^) 
on trouve 



"/ 






D'ailleurs, on reconnaît sans peine que les deux, intégrales qiii 
figurent dans le second membre sont respectivement égales à 
5«Jrt+i + J«, ''■J,i + J<(_i i on en conclut l'égalité 

Jfl n'est autre cliose que x; les fonctions suivantes J,, J^, J„, . . . 
sont, à des facteurs numériques près, les dérivées successives 
de X ; la relation précédente n'est donc pas autre chose qu'une re- 
lation linéaire entre trois dérivées consécutives de x; en parti- 
ciilier, si l'on suppose n:=i, on trouve que X vérilie l'équatioji 
différentielle du second ordre (') 

bSi. Cette équation ne change pas, comme on s'en assure im- 
médiatement, quand on change x en 1— X, Il en résulte que X'(x), 
qui n'est autre chose que x(i — x), vérifie aussi l'équation (y)- 

(') M. L. Fuchs {Crelte, t. 71, p. 91) a le premier appliqué les propriétés des 
iSqiiationa différentielles linéaires à l'élude des modules de périodicité des fonc- 
tions hyperelliptiques, el, en particulier, à l'étude de la fonction tjue nous dési- 
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Le fait que celle équation (y) ne change pas quand on y change x 
en I — x n'est pas isolé; elle ne change pas non plus quand on 
change x en - ou en - et y en ys/»., ou encore quand on 

change 11. en '-~^;^ on en —_— cl y enj)'y/i — x. 

Si, par exemple, en désignant par y, une fonction de la va- 
riable X|, on pose 

y sera une fonction de x qui s'obtiendra en remplaçant x, par p^- 
dans y, et en divisant le rcsnltat par y/ 1 — x; on aura dans ces 
conditions 

et l'on voit ainsi que, si la fonction yi -^f[œ,) anuule identique- 
ment le premier membre, la fonction 



annulera identiquement le second. C'est la proposition annoncée 
dans l'un des cas. 

533. Quoique celte vérification suffise à notre objet essentiel, 
nous voulons indiquer l'origine des propriétés de cette nature. 

Observons d'abord que, si l'on regarde -u comme l'une quel- 
conque des fonctions analytiques de x définies par l'éqnaiion ([3), 
X =; ^^(t), les fonctions K.(t), K'(-î) regardées comme des fonc- 
tions de K, vérifient l'équation (y) : en effet, ces fonctions sont 
(n" 525) des combinaisons linéaires à coefficients constants 
de X, x'. 
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Considérons mainlenan!, outre l'équation (p), l'cciuation 

(h) y.i = kH,-z,), 

et supposons que t et t, soient des fonctions analytiques g{K), 
g, (ic,) qui vérifient ces équations; les fonctions K{t), K'(t) d'une 
part, les fonctions K(t)), K.'(t)) de l'autre vérifieront respecti- 
vement l'équation (y) et l'équation 



(Ti) 



D^î^î^ + («,-.)- 



Si, maintenant, en désignant par a, ^, y, S quatre nombres en- 
tiers dont le déterminant iS — ^v soit positif, on établit entre t 
et T, la relation 



'.-[l 




.. ,,.r--M->«.(«i)i. 


'■ ' L î-Pft(«,) ]■ 


nous représenterons, pour abréger, 
x^-.F(«,). On a (l'.illeiirs 


ces relations pat x, =/(x). 




ll(T,) " «llf 


O^Î.-ICtï) 


et, par suilc, or 


.désignant par s un, 


: fonction convenable de t, on 


peut poser 


K(„).. M"K(,) 


-i-?'K'(x)], 




!<'('.) = f[ïK(T) 


+ S.-K'(,)li 



il résulte de là que les quantités 3K(t), 3K'(t), qui sont évi- 
demment des combinaisons linéaires à coefficients constants de 
K(ti), K.'(ti), si l'on j regarde t comme égal à^[F(Ki)], vériiieront 
l'équation (yi); en d'autres termes si, dans cette équation, on 
commence par faire le changement de variable et de fonction 
défini par les relations 

où dans s, t doit être remplacé par g'{y.), elle se transformera en 
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une nouvelle équation du second ordre qui admettra les mêmes so- 
lutions K-(i;), K'(t) que l'équation (y) ; la transformée sera done 
identique à cette équation (y)- Cela revient à dire que l'équatiou 
{■[') se change en elle-même quand on y change x en /(x), y en zf. 
Or, si l'on suppose que les entiers a, p, '(, S vérifient la rela- 
tion aS — Py = 1 , on trouvera dans le Tableau (LX.XX3), suivant 
les six cas possibles, que la fonction /(x) peut avoir les six 

formes K, — ^3-' -■ ^ — ■ I — X, ! auxquels correspondent, 

d'après les formules (LXXX^,,), les valeurs de s données par la 
formule s;= — , c'est-à-dire 1, v^i — x,\/v.,<^/i — x, 1, ^x. On n'a 
pas tenu compte pour écrire ces dernières valeurs du facteur{— i) 
qui figure dans les cas ^° et 5°, ce facteur n'offrant aucun intérêt, 
puisque toute solution d'une équation linéaire peut êlre multiplier 
par une constante arbitraire. 

On obtient ainsi les résultats mêmes que nous avions annoncés 
et dont le lien avec la théorie de la transformation linéaire appa- 
raît clairement. 

On voit de la même façon, en se reportant au n" 531, que 
l'équation (y,) se change dans l'éqnation (y) quand on y fait le 
changement de variable et de fonciion défini par les formules 



4:^]' 



.rb^VT=^'.Y 



{') C'est maintenant un problème qui se pose naturelletneni que de 
à déterminer les fonctions s et / de ■/,, telles que l'équation (■;,) se cha 
l'équation (y) quand on y fait le cliangement de variable et de foncti 
par les équations 

Nous nous bornerons aux indications suivantes: 
En désignant par (les accents les dérivées prises par rapport ii v., ( 
:ment les conditions 



■nge dans 
on défini 




portant cette v 
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Observons aussi que l'équalion différentielle (y) apparlienl au 
l.j'pe de l'équation, étudiée par Gauss, que vérifie la série hyper- 
géométrique (') 



Fv^,p,f,-.)-,+ - 



a (a + l)MP + lV .. 
i.2.Y(YH-i) 



dans le cas oii l'on suppose k ..r fi -:: - , y =^ i ■ A ce point de 
vue, les propriétés relatives au changement de x en — ' — j -, 
— — 1 1 — K. — ~ ne sont que l'application à ce cas particnlier de 
propriétés connues de cette équation. 

S36. Nous allons chercher la solution générale de l'équation 
différentielle (y). D'après les principes que nous avons rappelés 
dans l'Introduction, on sait que, si l'on considère un point Xo, 
autre que les points o,i, il existe une fonction de x, vérifiant l'é- 
quation différentielle (y), l'onction qui est holomorphe dans toute 
aire limitée par un contour simple ne contenant ni le point o, 
ni le point i, qui, enfin, si l'on se donne deux nombres arbi- 



jn U'auve, pou.' déterminer/, l'éiiiialion rtifféreiitielle du 1 



1. (/■-/)■ {■''--'■V . 



en remettant t, à la place de / et en ne spécifiant plus la variable indépendante, 
cette équation ae met sous la forme 

arfïrfx,(ri'ï, d* -di., d'i.) -Hd'-t, d% - d%, rf'y.) (rf'n, di. + dy.,d'%) 

En remplaçant respectivement k, x, par k', t', on met celte équation sons la 
forme que lui a donnée Jaeobi 

2l'k'dldk{dld'k-d/cd'l) -lk'l'{dld'k - dk d'l){dUVk -^ dk d'I) 

+ rff- dk' [(g±i)Vrft-- {^~)'k' di-] ..-, 0. 

On n'aurait aucune peine à former aussi l'équation dilTérentielle qae vérifie z. 
Ijs lecteur reconnaîtra sans difficulté que c'est l'équation différentielle du troi- 
sième ordre que doit vérifier le quotient de deux solutions quelconques de l'é- 
quation (ï). 

(') Voir, par exemple, la Thèse de M Goursat (Aitntdes de l'École Normale 
supérieure, iSBj ; supplément au tome Xj. 

T. et M. - III. i3 
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traires yoj^î, se réduit àyo pour/. :- --«„, tandis qiiR sa dérivée, au 
même point, est égale ày',,. 

D'après cela, si Xn appartient au plan (E), il y aura une solntion 
de l'équation différentielle (y), liolomorphe dans ce plan, citii, 
pour X = Xfl, se réduira, ainsi que sa dérivée, à des valeurs arbi- 
trairement prescrites : si ces valeurs sont celles que prennent, 
pour X = Ko, la fonction X el sa dérivée, ou la fonction x' et sa dé- 
rivée, cette solution holomorphe dans le plan (S) ne sera autre 
que la fonction X, ou la fonction x'. 

Nous désignerons, dans ce qui suit, par Cn, C, les cercles de 
rayon un décrits des points o, i comme centres, par D leur corde 
commune; par (Co), (Ci) les régions intérieures, par {C\), (G',) 
les régions extérieures aiix cercles Go, C) , par (Du), (D,) les deux 
demi-plans, séparés par la droite D, qui contiennent respective- 
ment les points o, i; puis par (G,, G,) la région commune aux deux 
régions (G*), (G,); pa"^ (CoC,Do) les régions commiines aux 
trois régions (Go), (Cl), (Do); .... 

Si l'on cherche à vérifier l'équation différentielle (y) par une 
série de la forme «o-i- «it-t- «2'(' + . - .^-a„x"-j-■ . . , on trouve 
de suite, en suhstituant, puis égalant à o le coefficient de z""', 
la relation 

On eu conclut que, si l'on pose 

la somme de la série 

(CXXi) >.(^-) = «o-l-«iv.H-...-^«„-/."^.^-, 

dont le cercle de convergence est manifestement (Co), vérifiera 
l'équation différentielle (y). On voit de plus que toute solution 
de cette équation, holomorphe dans (Co), se réduit à la fonction 
X(x) multipliée par une constante. 

On trouve une seconde solution de l'équation différentielle (y), 
en posant 

ii;(-/) est une fonction Inconnue que l'on va déterminer tout à 
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l'heure; les théories de M. Fiichs sur les équations différeQlielles 
permettent de prévoir que la fonction '^■{v-) sera holomorphe 
dans (Co); quant au coefficient 4 il a été simplement introduit 
pour la commodité des calculs. Quoi qu'il en soit, en portant la 
précédente valeur dans l'équation différentielle (y) et en tenant 
compte de ce que X(x) est une solution de celte équation, on 
trouve immédiatement, pour déterminer ja(x)| la relation 

(f') 4 y.{y. - fi-'e/.) - .',(. - 2X) ,/(>•.) ^ ,i(v.) = - 2(>: - .) V(y.) - ).(y.)- 

Si l'on essaj'e de satisfaire à cette relation par une série entière 
de la forme Oo^o + '^i ^i " + ■ - ■ -■r<^nb„v." + . . ., où les a,, sont 
les coeflicienls déjà définis, que l'on introduit ici en vue de ré- 
ductions ultérieures, on trouve, en égalant dans les deux membres 
les coefficients de >;""', la relation 

la somme de la série 

(CXX,) |j,(k) = a^b^v- + a,i,/-''-!-. , .+ a„h„y-"--^ ■ . ■ . 

dont le cercle de convergence est évidemment {C|>), vérifiera 
l'équation différentielle (y). 

On voit donc que toute solution de l'équation différentielle {f), 
en particulier les fonctions X, V, pourra dans (Co) se metire sous 
la forme 

{CXX.) ,\5.(/.) + B[4,^(v.) + >.(^)log>:], 

en désignant par A, B des constantes convenables. 

S37. Avant d'aller plus loin, nous étudierons de plus près les 
fonctions 5.(1), [J.()c) de manière à obtenir des valeurs approchées 
de ces fonctions, en supposant |/,| <; i. 

La formule de "Wallis fournit, pour tout entier positif », les 
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inégalités (') 

On pourra donc poisr 

el l'on aura régalitc 

(cxx,) ;.(^, = ,^-i2ï-K>^)- i-^ios('->--)-^(-''), 

oii £(x) est une série entière en •/, à cocfficienls tous positifs, que 
l'on peut écrire sous la forme 

et dont la somme est, parconsé(;|oent, moindre en valeur absolue que 

en se reportant à la valeur 0,693 ! 47- -■ du logarithme naturel de ■>., 
Posons de même 

(') En faisant jC = - dans la formule (I,), on trouve fie suite 
Oii a d'iiillcurs, pour tout entier positif A-, -— < i, — > i. 
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entraîne la suivante 

où ■/■i(r-) = ^ ''■.ii''^" esl une série entii^re en x donllcs coefficients 

sont tous positifs ; on a d'ailioiirs 

et des inégalités 

on déduit ensuite 

I 1 (■-') 1< I ■* I |(i ^ logî) (1 - log9.) < I I V- |. 

Ces expressions fournissent des valeurs d'autant plus appro- 
chées de ^(x), i'-(x) que la quantité | x [ est plus petite. On obser- 
vera d'ailleurs que 

log(i-/)--=-^-^-..., 

qai est la seule fonction dont dépendent les espressions appro- 
chées de X()î) et de |Ji{x), est une fonction holomorphe de x dans 
(Co); le coefficient de i dans cette fonction est de signe contraire 
à celui de ( dans x; il est compris entre — - et -■ 

La partie réelle de A(x) s'obtient en relranchanl la partie réelle 
de ï(x), qui est moindre en valeur absolue que ■^, de la partie 
réelle de i — -log(i — v.), quantité qui dans (Co) est toujours 
i^— — ou à ^; cette partie réelle est donc plus 
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grande que |; elle ne s'annule donc ]]as dans (fj(,), non plus que 
X(x). On trouverait sans peine que le coefficient de ( dans X(-/.) est 
moindre, en valeur absolue, que ^,. Le coefficient de i est moindre 
en valeur absolue que j dans nC") et que ^ dans [J.(x)- 

B38. Puisque X (k) ne s'annule pas, le rapport y^'\ ^^'' ^^'^^ '^ 
cercle (Co), développable en une série entière en x; il importe de 
démontrer que les coefficients de celte série sont tous positifs, 
qu'elle reste convergente pour y. ^^ i et que sa somme est alors 
égale à loga. 

Tout d'abord, des équations différentielles que vérifient 7,('/), 
ij.(x), équations qui peuvent s'écrire 

4^[(^-T)^;-^'(x)]-i-i^(■/.)--^f^-0V{■/.)-XW, 
on tire aisément 

4sl(-'-"-'t»-W|.(»)-).W/Wli -!;[(..-.)»■(»); 
puis, en intégrant entre les limites o et x, et en divisant par 

,^. ,Ai^-)^^'^ '. 

^ > ^d'AÏw - y. ' y-li-^jX-^y.) 

Cette égalité montre, en passant, que, si x augmente par valeurs 
réelles de o à i, ^— -^ va toujours en augmentant; en effet, on a, 
dans CCS conditions, 



puisque le coefficient de x" dans le développement de X(x) est le 
carré du coefficient de x" dans le développement de —7=^1=^ i coeffi- 
cient qui est moindre que un : la dérivée du rapport -, - . est donc 
positive; ce rapport croît de o à loga, limite vers laquelle ii tend 
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quand x teod vers 1, comme il résulte immédiatement des valeurs 
approchées de ).(x), ^(k). 

L'égaillé (e) montre que ie développemeni de Yr~' s'olitiendrail , 
aisément si l'on avait celui de - -„, ■ ; cherchons d'abord cehii do 
X*()!). En formant l'équation différentielle linéaire que vérifient 
les carrés des solutions de l'équation (y)) on trouve sans peine 

et, si l'on cherche à vérifier cette équation par une solution de la 
forme «o-i- a,K-t- a^x*-;-. . . , on obtient aisément la relation ré- 
currente 

qui, avec les conditions «d -- i , a, ^= , détermine complètement 
les coefficients a„ du développement de ^-(t)- Tous ces coeffi- 
cients sont manifestement positifs, et l'équation réciirrente 
montre, en raisonnant par induction, qu'ils vont en décroissant; 
il en résulte que la fonction 

est de la forme 1 — ^ix — po"* — - ■ ■ , tous les coefficients p,, 
^2, ... étant positifs. Si l'on se reporte à la valeur approchée de 
X(k), on voit que, lorsque -/. tend vers un, (i^x)X^(x) tend 
vers o; il faut donc, lorsque x tend vers un par des valeurs posi- 
tives, que P(X-!- ^jx*-!-- - . tende vers un, ce qui, puisque tous 
les p sont positifs, ne peut avoir lieu sans quêta série ^1 -]- ^j -!-■•■ 
soit convergente et ail une somme égale à un. 11 en résulte que 
pour tout point de (Co) la valeur absolue de fJ|X+ p^x^H-. . . est 
moindre que un, et l'on peut écrire 



-îh^,.,'"-2<p.' 



le second membre est dcveloppable en une série à coefficients 

-.-j- -, .1 , 1 , d iily.) , [j-(k) - I 

posilifs; il en est de même de 4 -,- f- — et do ■!-■- : mais, quand 
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X tend viius i, c« dernier rapport tend vers logp, ; il fout donc qm 
ia série qui le représente soit convergente pour xr^ i, et ait um 
soinrae égale àloga. 

Tous les coefficienls de la série qui représente ^— - sont évi 
demment rationnels. 



539. Puisque l'équation différentielle (y) ne change pas quand 
on change x en i — x, il est clair que, dans l« cercle (C,), elle ad- 
mettra les solutions 



Les deux cercles (Co). (G,) ont une partie cominune (CoCi ), 
qui appartient tout entière au plan (5). JNous adopterons, pour 
cette région, les déterminations de logx, log(i — x) qui ont été 
précisées au n° S23; en particulier, si x est réel (compris entre o 
et i) les logarithmes seront réels. Dans cette même région les so- 
lutions qu'on vient d'indiquer doivent être des fonctions linéaires 
à coefficients constants des solutions î.()c), 4 ['■{y-) +îi{x)logx qui 
conviennent à la même région, c'est-à-dire qu'on doit avoir, en 
désignant par A, B, A', B' des constantes, 

. i.Hi--A)^-X M-A) + B[4 [^(■^) + X(x) logx], 

Nous déterminerons ces constantes en supposant x réel. En 
remplaçant, dans ces identités, X(k), [»(«), ^{i ~'>^)j </■{' — ^) P*"" 
les expressions du n" 537, elles prennent la forme 



(B-.y,og, 



A + 4 BloK a 



los(i-«) -■.(») =o, 



oùa(x) et P(x) désignent des fonctions de x dont les valeurs abso- 
lues restent inférieures à des nombres fixes quand x s'approche 
de o ou de i , comme il est aisé de le voir en se reportant aux li- 
mites obtenues au n" 537 pour £(x), t^(x) et en observant que 
ît lûgx tend vers o avec x et que logx log(i — /.) tend vers o quand x 
tend vers o ou vers i . 
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Il est clair alors, en faisant tendre k suc 
vers I, que les dernières égalités ne peuvent subsister sans que 
les coefficients de logx, log{i — x) soient nuls; on a ainsi quatre 
équations pour déterminer les constantes A, B, Â', B', et l'on 
trouve 



A -. 



l"!?. 



i6]og^ 



AB' — A'B =1 



On pourra, si l'on veut, résoudre les équations (Z,) par rapport 
à ).{x), 4 iJ-(i') -h 5'{x)logK; on obtiendra immédiatement le ré- 
sultat en changeant dans ces équations mêmes x en i — x. 

Ces équations sont valables tant que x reste dans la région 
(Go Cl); dans le cercle (Cn), en debors du cercle (C|), les fonc- 
tions X{i — x), [!.{[ — x) n'ont pas de sens. Si l'on adoptait dans 
le cercle (Cn), où les fonctions ^(x), |J-(x) ont une signification 
précise, comme définition des fonctions X(i — k), [jl(i — x) la 
signification qui résulterait des équations (i^) elles-mêmes, on ne 
ferait que continuer ces fonctions en debors du cercle de conver- 
gence (C) des séries qui les définissent (n°=M-32). 

SiO. Les formules précédentes nous fournissent de nouvelles 
expressions des fonctions X, x'. En effet,.X étant une fonction bo- 
lomorphe dans le cercle (C,,) ne peut différer que par un facteur 
constant de l(x) ; pour x r- o, x est égal à -, À(x) à i; on a donc 



(CXXO 

D'ailleurs x'(x) est égal àx( 
la région (CbC,), 



(x)-n(x; 
■)ouà 



(CXXs) 



x'(x)--i[4rt(x)-^>.(^-)i''g^]- 



Cette dernière formule n'est établie que pour la région (GoCi); 
mais elfe subsiste tant que les deux membres sont holomorplies, 
c'est-à-dire dans toute la région du cercle (Co) qui fait partie du 
plan (S), ou encore dans le cercle (Go)i lorsqu'on y a pratiqué la 
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coupure qui va du point o au point — i; log-jr a sa valeur prin- 
cipale. 

541. La propriété qu'a l'équation (y) de se reproduire dans les 
conditions qui onl élé spécifiées au n" S34 permet de même de 
déduire des solutions îifîc), 4 ['■('') + ^('')lo§''! valables dans le 
cercle (C(i), d'autres solutions valables dansles régions (D,,), (C,). 
(C'o), (D,), et il sera aisé de relier deux de ces diverses solutions 
en les comparant entre elles dans une région où toutes deux sont 
valables. Il nous suffira de considérer les régions (Do) et (D«Co) 
qui comprennent le point o. 

La région (Do) est caractérisée par la condition h -__- --' i;il 
résulte d'ailleurs du n" b3-i que l'équation (y) admet dans cette 
région les solutions 



,/r 



,^.(.^) -G-)'-.-]- 



La première fonction est régulière au point o ; en ce point elle es! 
égale à I, si l'on adopte pour le radical la détermination qui se 
réduit à i pour y. ::= o. On a donc, aux environs de x ^ o, 

<^) TrbK^) ■=*<"-■ 

puisqu'une solution de l'équation (y), régulière au poinl o, ne peut 
différer de ^(x) que par un facteur constant (n* 536). Celte éga- 
lité subsistera dans toute la région (CoDo) où les deux membres 
sont holomorphes. 

Quant à la seconde solution, nous la remplacerons par la fonc- 
tion 

qui n'en diffère que d'un certain nombre impair de fois 

■ - ^ X ( )) et qui, par conséquent, vérifie aussi l'équa- 

V' — y- V''-^'/ 

tion(Y).I>anslamoitiéduplan(S) qui fait partie de la région (D,,), 
F(x) sera une fonction holomorphe de x, en adoptant pour 
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log et ^1 — K les valeurs (principales) spécifiées au n" 523. 

Envisageons, dans la région (C,, Do), modifiée parla coupure du 
plan (S), la solution F{x) — 4 a(x) — ■X(K)logK de l'équation {■{]. On a 

F(x)-4f^W->.(-^)lc.gK-4'' 







^U 


:ï»(.^)'-r"^- 


?.(..) logv. 


le second i 


iiembre, si W 


m tient 


compte des égalités 




M-^) 


-7^y 


'■■.■)• 


log --""■- -Io5y.-Iog( 




se réduit à 












47r^K. 


-^-)- 


;x(-/)1--X(/)log(i-x); 





cette quantité est donc une solution de l'équalion (y) : elle est 
régulière au point o, s'annule en ce point; elle est donc idenli- 
quemenl nulle dans la région (CoDo), Par suite, dans la région 
(C„D„), modifiée par la coupure du plan (G), on a 

Les deux équations (ï, ) permettent d'exprimer les fonctions 
Â(^— 1. [j. (^7-) au moyen des fonctions ï>(x), [a(x), ou inver- 
sement, et de continuer \&5 premières fonctions dans tout le cercle 
(Co), ou les fonctions 5-(x), jj.(x) dans toute la région (D„), à l'ex- 
ception des coupures. II est aisé d'en conclure d'autres formules 
de passage, en changeant ■/. en i - k, puis x eu -; mais nous nous 
bornerons à établir les formules de ce genre, pour les fouclions 
x(x), X'(x), qui sont noire objet essentiel. 

542. Observons d'abord que, si l'on veut, par exemple, relier les 
fonctions x(x), \'{%) aux fonctions X ( -;^-)> x'( ^^)i il con- 
vient de rester dans une région où toutes ces fonctions sont liolo- 
morphes ; les deux premières sont holomorpbes quand le point x 
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reste dans le plan (G) ;les deux secondes, quand le point .-^^^ reste 
dans ce même plan : les quatre fonctions seront donc holomorphes 
si l'on assujettit le poinlx à rester soit au-dessus, soit au-dessous 
de l'axe des quantités réelles : car alors — ^ sera imaginaire 
comme x; maïs, si x était réel compris entre o et i, —^;^ serait 
réel, négatif, donc figuré par un point situé sur une coupure de (g). 
La même observation s'applique aux nombres -, - — • i — x, 
~; si X reste soit au-dessus, soit au-dessous de l'axe des quan- 
tités réelles, lesfonctionsx(x).X^--^V "(î)' ^(^^/'^'•' "''^' 
x(—— 1. x'(x). , . . , x'[--^— J resteront toutes holomorphes. Il 
convient d'observer encore que le coefficient de i a le même 
si"nc dans x — ~ el - — '- et un signe contraire à celui-là dans 



S43. Nous conviendrons, dans toutes les formules qui suivent 
et qui comportent un double signe, de prendre le signe supérieur 
ou le signe inférieur suivant que le point x est situé au-dessus ou 
au-dessous de l'axe des quantités réelles. Supposons d'abord que 
le point X appartienne à la région (CoDo); on aura alors, en 
appliquant les formules (CXXi), 

dans le second membre de la dernière équation le logarîtlime a sa 
valeur principale; on a d'ailleurs (n" 523) 



suivant que le coefficient de i dans est positif ou négatif, 

ou, si l'on veut, suivant que le coefficient de i dans x est positif 
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compte des relations (-/i). 



-Vr- 



■'- !(/.), 



ON DO_\NF. k- OU f 
ou négatif : on a donc, en 

3l(;^--)«fl/.-"ÏM.). 

<^)-^r[^^">-">'< 

d'où enfin, en appliquant encore une fois les formules (CX/X2), 

Les deux formules auxquelles nous parvenons ainsi, ne sont éta- 
blies que dans la région (GoDo)i m^'S elles sont valables tant que 
les divers membres restent holomorphes, c'esL-à-dire tant que le 
point V. reste soit au-dessus, soit au-dessous de l'axe des quantités 
réelles. 

Si, dans ces formules, on change x en 1 — x, et si l'on n'oublie 
pas que les i 



lefficîents de i dans x et dans i — ■/. sont de signes 



contraires, on trouve 

On a d'ailleurs 

Finalement, on obtient le Tableau de formules qui sui 
sigtiification du double signe a été précisée plus haut, 

)^^^'{v.). x'(.-x)-.x(x}, 

(7^) =ï'i--'-['i'('<)± «(«)!, 
1 (J) ^. /-i[i(«)., i<{^:)l 
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3-44, 11 est bien aisé de conclure de ces formules que le coeffi- 
cient de i dans le rapport ■ est toujours compris entre — i et 
+ I. PJaçons-noQs, en effet, dans le cas où le coefficient de j dans x 
est positif. On tire alors des formules (OXX, ) 

d'ailleni-s le coefficient de î sera négatif dans^-; mais (n" 524) 
le coefficient de i est toujours de signe contraire dans x et — ; il 
sera donc négatif dans '—r-^ et positif dans le premier membre. 1! 
faut donc que le coefficient de i dans — soit compris entre — i 
et o. On verrait de même qu'il est compns entre o et i, lorsque 
le coefficient de i dans x est négatif. On voit encore qu'il n'est ja- 
mais nul, sauf dans le cas où x est réel, compris entre o et i ('). 

o4o. Lorsque le point x en restant dans le plan (5) s'approche 
d'un point déterminé d'une coupure, autre que le point o ou le 
point I , X et x' tendent vers des limites déterminées, puisque ce 
sont des solutions de l'équation différenlielle (y), lesquelles peu- 
vent toujours être continuées le long d'un chemin déterminé quel- 
conque ne passant ni par le point o ni par le point i. Ces limites 
apparaissent d'ailleurs immédiatement sur les formules (CXXi). 



Supposons, 


, par exemple, qu 


e le point x s's 


ipproclie d'un 


point 


x, de la coupure de droite, en r 


estant dans la | 


partie supériei 


ire du 


plan (5); on: 


i/x L 








(0 Dans le rai 


ime ordre d'idées, il c 


!st aisé de démontrer le tliéorÉme s 


uivanl- 


Le parallélograir 


ime dont les cùtés boi 


Lt respectivemenl 


o,s, x + iV, ix' 


est dé- 


composé en deux triangles acutangles 


par la diagonale 


qui joint les deo 


IX som- 


mets X, ix' si le 


coefficient de î dans 1 


i, est positif, par 1 


a diagonale qui j 


oinl les 


deuï sommets o 


, X -1- ix', ai le coeffîc 


ient de i dans x < 


:st négatif; lorsqi 


le ï est 


positif, coiupiis 


entre o et i, le parall 


élogramme est un 


rectangle. 
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Les fondions X { - 1 . x' ( _- ) sont continues quand y. s'approche 
de K, et tendent vers des valeurs réelles et positives xf — j. 
x'( - ); -7= tend vers la valeur réiiUe et positive - , et l'on a 

Rien n'empêclie de regarder ces limites comme étant les valeurs 
dex(x,), x'(x,) qui n'onipas encore éié définies; les fonctions 
x{x), x'(î() sont alors définies sur le bord supérieur de la coupure 
qni va du point i à -1- oo, en suivant l'axe des quantités positives ; 
la partie réelle du rapport ' est encore positive, puisque 

X f — ) el x' ( — j sont positifs et la continuité montre que l'équa- 
tion en T, /--(-c) --- Jti, est encore vérifiée quand on suppose 

'- x(x,)' 

On peut, si l'on veut, modifier la définition du plan (E),de ma- 
nière à faire rentrer dans ce plan le bord supérieur de la coupure 
de droite; mais on n'y fera pas rentrer le bord inférieur de ma- 
nière que les fonctions x'(x), x()t) soient univoques dans tout le 
plan (6). 

On voit alors, sur les deux dernières formules (CXXi), que 
si X tend vers le point x, en restant dans la moitié inférieure du 
plan, x(x) et x'(x) tendent vers les limites 

^Ki)--(i)l--'--<- 



t/^" UJ ~' 



La coupure de droite devient ainsi une ligne de discontinuité. 

Les mêmes observations s'appliquent à la coupure de gauche, 
relative au\ valeurs négatives de x; mais, pour conserver la symé- 
trie du plan (5) par rapport au poiot -> il convient de définir les 
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fonctions x(x), x'(x), quand x s'approche du point, z.j de la cou 
pure en restant dans la partie inférieure du plan; en sorte (jut 
pour cet.le coupure, c'est sur le bord inférieur que les l'oiiclious 
seront définies, par exemple, par les formules 



-^^^i^' 






On fera encore rentrer le bord inférieur de la coupure de gauche 
dans le plan (E). On voit alors que, si x tend vers le point /.^ en 
restant dans la moitié supérieure du plan, x(x) elx'(K) tendeni 
vers les limites 

" ™s'(«,)"'.ix(«=)- 



7T^dK^^)--( 



La coupure de gauche devient donc, elle aussi, ligne de disconti- 
nuité. Les propriétés établies pour l'ancien plan coupé (s) sub- 
sistent après les modifications qu'on lui a fait subir et qui per- 
mettent de regarder les fonctions X, x' comme définies partout, 
sauf aux points o et i . 

' Les formules (OXX,) subsistentd'ailleurs pour toutes les valeurs 
de X, autres que o et i ; lorsque x est réel, il faut toutefois faire 
attention, pour les formules qui comportent un double signe, à 
prendre le signe supérieur ou inférieur suivant que x est positif 
ou négatif et à regarder, quand k est négatif, \'v. comme égal à 
~i\<J~v.\, et quand x est positif, plus grand que un, y'i — k 
comme égal k — i\\/v. — i |. 

546. Nous allons maintenant envisager les fonctions analytiques 
de X que l'on obtient en continuant les séries entières qui, aux en- 
virons d'un point x^, du plan (5) non complété, coïncident avec les 
développements dex(x) et de x'(x). 

On voit sur l'équation différentielle (y) que l'on peut continuer 
ces séries de proche en proche le long d'un chemin quelconque 
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ne passant ni par le point o nî par le point i , mais traversant un 
nombre quelconque de fois les deux coupures. 

Les fonctions ainsi continuées n'offrent plus, comme x(x) et 
x'(x), des discontinuités quand on traverse une des coupures, 
mais ce ne sont plus des fonctions univoques dex et elles ne coïn- 
cident plus en général avec x{x) et x'(î(). 

Pour les comparer aux fonctions univoques x(x) etx'(x), consi- 
dérons d'abord deux fonctions Y et i'y' de la variable x qui, aux 
environs d'un point Xo situé en deliors des coupures, admettent 
les mêmes développements en série entière, en v. — «o, que les 
fonctions aX-f ^iX', yx + Six', où a, p, -[-, S désignent quatre 
constantes réelles dont le déterminant aS — p-j" ne soit pas nul. 
Fixons un chemin quelconque (R) partant du point Xo et ne pas- 
sant ni par le point o ni par le point i ; les fonctions Y, ix\ étant 
comme les fonctions X, l'x' des solutions de l'équation différen- 
tielle (y) pourront être continuées tout le long du chemin (R). 
Tant que ce chemin ne rencontrera aucune des deux coupures, 
elles ne cesseront pas de coïncider avec les fonctions ax + ^sx', 
YX-h3ix'; il résulte de l'étude que l'on vient de faire de la 
discontinuité des fonctions X, x', quand on traverse la coupure 
o. . . — co, que Y et ix' coïncident respectivement, après qu'on u 
traversé cette coupure, avec 

<V=(ï±.3)x + &ix', 

oîi il faut prendre les signes supérieurs ou inférieurs suivant que 
l'on traverse la coupure en allant du haut du plan vers le bas, ou 
du bas du plan vers le haut; de même, Y et ix', après que l'on a 
traversé la coupure i, . .+«>, prennent respectivement les va- 
leurs 

où 11 faut prendre les signes supérieurs ou inférieurs suivant que 
l'on traverse la coupure de bas en haut ou de haut en bas, Par 
conséquent, en un point quelconque x, du chemin (R) les fonc- 
tions Y, ix' peuvent être représentées par des expressions telles 
que dX-H fe(X', cK + t/j'x', où l'on rappelle encore que X, x' sont 
des fonctions univoques et où les coefficients <ï, b, c. d, dont le 
T. et M. - III. id 
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détcrmînanL «ûf — ic esL égal à ko — pyi dépendent de a, ^, y, ^ 
et de la façon dont on a traversé les coupures; les différences 
« — oc, i — ^, c — Yi *^ — ^ ^^'^^ ^^^ fondions linéaires de a, fS , 
Y, dont tes coefficients sont des entiers pairs. 

547. Si l'on voulait se replacer au point de vue des n-'M^T, 
1-48, 1-49 et envisager y., p, Yi ° comme les coefficients d'une 
subslitiilion 



permettant de passer des nombres X, i'x' aux nombres Y, i\' , on 
pourrait dire que l'effet du passage par une coupure consiste à 
multiplier la substitution S par l'une ou l'autre des substitutions 
T^^ V+2 du n" 148; en sorte que la substitution /'" ^^ s'obtient 
en multipliant S par un produit de puissances paires, positives ou 
négatives, des substitutions T, S. Un tel produit est évidemment 
une substitution linéaire appartenant au premier des six types du 
Tableau (XXo). Réciproquement {*), toute substitution linéaire 
[ " ^ 1 ou f ~_ ■ ^1 appartenant au type i" du Tableau (XX o) 
est un produit de puissances paires de substitutions T et V. En 
effet, conservons les notations du n" 148; on peut toujours déter- 
miner un entier positif ou négatif }j. tel que dans l'identité 



5)-- (;:?)■ 



011 l'on a posé a, ^a — 2|jl^, Yi^Y — ^['■^i '^ valeur absolue 
de a, soit plus petite que celle de P ; le déterminant a, S — Py, 
est égal à I et la parité des nombres a, , y, est la même que celle 
■des nombres a, y. De même on peut toujours déterminer un entier 
positif ou négatif v tel que dans l'identité 

("■ Ç)v-=.= (" Ç'). 



(') Voir la vingl-cinquiême Leçon du Cours amograpliié rie M. Hei 
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(le fS, soiL moindre que celle de «i ; le déterminant a, S( — ^,^1 
est égal à 1 et la parité des nombres ^i, 5, est conservée. Par ré- 
pétition de ces dens opérations on parvient nécessairement à une 
substitution de Sa forme f , «,J où a'S' est égal à i et oùy est 
(in nombre pair. Si a' est égal à + 1 le théorème est démontré 
puisque / ', * j — ïï'; si a' est égal à — i , il suffira de multi- 
plier !a substitution f _ „ - ) P^^^ ^^s mêmes puissances paires 
de T et de Vpour parvenir à une substitution où a' est égal à +i. 



oi8. Reprenons les notations du n° 346; nous allons montrer 
que les fonctions Y, y' ne s'annulent jamais le long du chemin (R), 
et que la partie réelle de — est du même signe que aS — py- ^^ 
effet, posons x'=: (1 H~ [>-i)\, en désignant par \ u. des nombres 
réels dont le premier est (n" 52i) essentieilemeot positif; nous 
aurons 

!V' -- cK -H tftx' = (c — d\>.-\- d\i)\. 

Puisque X u'esl pas nul non plus que X, on \oJt que «X+ iiX', 
par exemple, ne peut s'annuler que si 6 et a sont nuls ; s'il en était 
ainsi Y serait nul sur une portion finie du chemin (R) et, par 
suite, identiquement nul, cas que nous écartons. D autre part, la 
partie réelle du rapport - est égale à 

\(ad-bc) _ ?,(;iS — Sf) 

la seconde partie de l'énoncé est donc établie. 

On voit aussi, en passant, si l'on imagine une aire limitée par 
un contour simple contenant à son intérieur le point Xp, mais non 
le pointoou le point i, et si l'on définit les fonctions Y, i y' comme 
des fonctions holomorphes qui vérifient l'équation différentielle 
linéaire (y) et qui, aux environs de Xg, coïncident avec ax+ ^iX', 
yx + Sîx', que le rapport - reste holomorphe dans l'aire consi- 
dérée et que sa partie réelle y conserve le même signe. 
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S^ÎQ. Supposons maintenanL que l'on ait 



en sorle que, au point •/(,, ]es fonctions Y, Iy' coïncident avec X, 
(X' ; les valeurs qu'elles peuvent acquérir en un poiot quelconque 
<ln plan, en suivant, à partir de x,, un chemin quelconque, sont de 
la forme ax+ ôtx', cX-i- dtx', où a, b, c, t? sont les coefficients 
d'une substitution linéaire appartenant au ijpe i" du Ta- 
bleau (XX(); réciproquement, on peut leur faire acquérir toutes 
les valeurs de celte forme, en suivant un chemin convenable, 
comme il résulte de la composition d'une substitution de ce type 
au moyen des puissances paires des substitutions T et V. Aucune 
de ces valeurs n'est nulle; enfin, le rapport ~ a toujours sa partie 
réelle positive, et l'on peut, par conséquent, construire les fonc- 
tions S fc— 7-]- Dès loi's, on voit que l'équation k^{-z)--^v. est 
aussi bien vérifiée en prenant pour t le rapport — - que le rapport 
— ; en effet, puisque l'on a 



et que la substitution f J appartient au type i" du Ta- 

bleau (XXc), on a 



résultat nue la tiiéovie de la contii 



permettait de prt 



S50. Plaçons-nous maintenant à un autre point de vue cl en 
continuant de désigner par X, x' les mêmes fonctions de z, uni- 
voques dans tout le plan (S) complété comme il a été expliqué pai 
l'adjonction du bord supérieur d'une des coupures et du bord in- 
férieur de l'autre, envisageons l'équatîon 
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o(i X est l'inconnue cl où -7 est un nombre donné dans lequel le 
coefficient de i est positif. 

Si cette équation admet une solution, cette solution ne peut 
être que le nombre /i"^('!r), en vertu de l'identité en /., 



-\m- 



Pour savoir si /■-{'l) est effectivement une solution, remplaçons y. 
par k^ (t) dans le premier membre de l'équation proposée ; ce pie- 
mier membre prend une valeur déterminée 1), puisque (XSXVIIo, 7) 
le point k^ (t) n'est ni le point o, ni le point i , et appartient par 
suite au plan (g) complété. Mais la même identité en x, quand on 
y remplace x par k^ {"<:), montre que l'on a A'^(t) = A:^(ti) et, par 
conséquent, que Von peut passer de t à T) par une substilulion li- 
néaire du type i" : l'équalion proposée n'est pas nécessairement 
vérifiée, mais, le nombre t étant donné, il existe quatre nombres 
entiers a, b, c^d qu'on peut regarder comme les coefficients d'une 
substitution du type i", et tels que l'on ait 

' <is(k1--)-6îx'(-/.)' 
quand on remplace X par A^(t); ou encore, il existe un cbeniln 
fermé parlant de x et y revenant, tel que l'on ait, pour x^Â'-(-c), 

■ y{_y.) ' 
en désignant par y(x), y'(x) ce que sont devenues les fonctions 
x(x), x'{x) continuées le long de ce chemin. 

Inversement, toute équation de la dernière forme, où l'on en- 
tend que y(k) et y'{x) peuvent être obtenus par des continuations 
quelconques de x{x), x'{x) ramenant x à son point de départ, ad- 
met donc la solution x = A^(")- Elle n'en admet pas d'autres : en 
effet, T, y' ne peuvent avoir que des déterminations de la forme 
aX+ bix', cX + dix', où a, b, c, d sont des entiers appartenant 
au type 1°; mais l'égalité 

^ iTix) ^ cx(/)4-rfix'(x) 
■ ï(-/.) «x(K)-i-6(\\/.) 
équivaut à celle-ci 
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iiii ne peiU niimetlre d'autre soliilioii que 



d'après i'observaLion failc au début de ce numéro; les nombres c^, 
— b, — c, a appavlieiinent d'ailleurs, comme les nombres «, b, 
c, d, au type i"; on a donc 



-i^o¥)=''^< 



L'éi 



equaiiQi 






nt les fonctions de 



précé- 



demment définies, où x est l'inconnue et -z un nombre donné 
lequel le coefficient de i est positif, admet donc la solution uni 
vogue y. = /(■^{'î) ei n'admet que eette solution. Ç^ résultai, si 
gnalé par M, Fuchs {') est un point très particulier de la théori 
des fonctions auxquelles M. Poincaré a donné le nom de fonction: 
fuehsiennes. 



' Calcul effectif de -: 



S51. Lorsque la valeur absolue de v. est plus petite que i, le; 
formules (CXXi) permettent de calculer (^) x(ic) etx'(x). 



(') Journal de Ci'eile. t. 83, Lettre s M. Hevmile. 

(') Quoique le calcul des x(it),x'(x) par les séries ).(x), ii-(x}, lorsque loi 
a 1 K I < 1, ne soit pas ayantsgeux, i moins que x ne soit très petit, il convien 
de compléter un peu ce que nous avons déjà dît à ce sujet (n" 53G-537). 

Des formules (CXX^) on déduit immédiatement les relations 



x{.) = 



jloS(i~»)-«(>.), 



Les séries que l'on obtient en remplaçant x par i dans a (x), ^{v.), sér 
s différents termes sont réels et positifs, sont d'ailleurs convergentes, c 
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Observons en passant que les deux premières formules (CXXi) 
montrent que l'on a X f - J ^x' f - !■ La valeur correspondante de 

q=. e ^ est e~^ =^ o,o432i39. - .; on en déduit 

{CXSI,) X' (I) = X Q) ^ ^ &|(o)l^ 1 ,854 075. 

Les formules (CXX^) permeltenE égalemenl de calculer direc- 
tement la valeur de q lorsque le point y. est l'un des deux points 



communs aux trois lignes Cj, G, , D. Pour les racines e ^ de l'é- 
quation ^x, les deux dernières de ces formules fournissent 

en effet la relation 

^^) .n 



résulte des inégalités démontrées au n* 537; désignons leurs sommes par a(i), 
p(i); ces nombres seront, d'après le second Ihcorcmc d'Abcl (n° 3i), les limites 
respectives de a(x), p(x) quand v. tend vers i par valeurs positives plus petites 
que 1. II est aisé de montrer que l'on a 



"■{'] 






il suffit pour cela d'égaler l'expression da s'(n) à celle que l'on obtient en rem- 
plaçant K par I — K dans leupression de s(ii), puis de supposer n réel, positif 
plus petit que 1, et de faire tendre ï, successivement vers et i. 

Ces valeurs de a (i), p (i) permettent, en raisonnant comme au n° 553, d'évaluer 
facilement une limite supérieure de l'erreur que l'on commet en ne conservant, 
pour le calcul de a(*) ou de P(k), que les premiers termes du développement. 
On a d'ailleurs, en remplaçant les coefficients de a(i.), p(5t) par leurs valeurs 
approchées à - — près, 



0,107 ÎOï 


H< 


1= 0,096 57 X 






i-o,oSo89>i' 


o,Oiî.7^' 




-.0,01494-^^ 


■0,007 55 li' 




- -0,008 77 X' 


0,00/| 87 X> 




_o,oo5 75x' 


.o,oo3 4ov.' 






0,002 5oï' 




+ o,oo3oïï' 


0,001 92 ï' 




+ 0,003 Î4x" 
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on Cil (.léJniL q - 1^ le '- ;^ ± t x o,o65 829. La relation 

que l'on peut déduire de chacune des deux dernières relations 
(CXX^), met d'ailleurs en évidence ce fail que les deux quantités 



.C»ï). .(.*- 



sont imaginaires conjuguées. La formule X =^ f ^K*') permet de 
calculer lïi première d'entre elles. On trouve 

X \t^) = 1 ,54369 iL- 1 X o,4i^G3, 

x'Ve*V-t, 5.1369 rF/xo,ii363. 

Les nombres décimaux contenus dans ce numéro sont approchés 
a une demi-unité du dernier ordre près. 

D'une façon générale, les formules du Tableau (CXX.,) per- 
mettent de ramener le calcul dex(x), x'(>'.) au cas oii l'on a |x|<t. 
En efFet, les inégalités 

entraînent respectivement les inégalités 



en sorte que, x étant supposé différent des deux points communs 
aux trois ligues Go, Ci, D, un au moins des nombres k, i — k, 

■ :— -) -• ■ _ I - — - est moindre que 1 en valeur absolue; dési- 
gnons-le par X| ; les formules (CSX2) permettront de calculer 
x(x,), x'(x,); en appliquant les formules (CXX,) on en déduira 
x(x>,x'(x). 

532, Mais il vaut mieux porter l'effort sur la détermination du 
nombre 
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Quand on aura, en efFet, doLerminé q, on aura X par In forn 

X = ï SKo) = ^ (I + ï<? + a?' + -^q' + ■■■y-, 

OÙ la série qui figure dans le dernier membre converge irô; 
dément pour peu que q soit petit. On aura ensuite 



où il faut prendre dans le second membre la valeur principale du 
logarithme, puisque, dans le premier, le coefficient de i est com- 
pris entre — -n elTc ; celte formule déterminera donc x' quand on 
a calculé q Glu : tout est bien ramené au calcul de q. 

Observons en passant que, connaissant q, on peut avoir, en 
désignant par r un nombre rationne! quelconqncj à calculer q"" 

(XXVIIIs); en particulier, on peut avoir besoin de ç~ pour le cal- 
cul des fonctions &, (m},Si(w). La détermination de ç'" ne com- 
porte aucune ambiguïté ; elle dépend, il est vrai, de la valeur que 
l'on choisit pour l'argument de q\ mais c'est toujours la valeur 



comprise entre — -t: et + t 
en vertu du théorème dém 



'il faut 



ndrc 



ntré a 



■> 5-i-i. 



pOQl 



u-giim 



533. Nous allons d'abord donner une série entière qui permet 
le calcul de q, quand on a |x|<; 1. (Schwark, Formules, p. 54-66.) 
Dans ce cas, on a, à cause des formules (CXXa), 



.6|' M^) ^1.4 X(x) J ^■■■\ 

On a vu d'ailleurs, au n" S38, que yttt est développable en un 
série entière en x, dont on peut obtenir autant de termes que l'o 
veut; en remplaçant et ordonnant suivant les puissances de k, 
iuira nue expression de la forme 

(cxxio q^y C„/-", 
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OÙ tous les coefficients G„ sont rationnels eL positifs. Cette formule 
esl évidemment valable tant que l'on a | k ] < i ; de plus, lorsqu'on 
suppose que x tende vers un par valeurs positives croissantes, 
le rapport ^ . tend (n° 838) vers loga, donc q tend alors vers 
^e>'''"-^=i; il faïupoiir cela, puisfpcloiis les coefficients C„ sont, 

positifs, que la série % t^"^" reste convergente pourx^ i et que 

sa somme soit égale à i. On peut d'ailleurs calculer autant de 
coefficients que l'on veut et l'on trouve 



On observera que, si l'on calcule q par celle série en s'arrétanl 
lu lerme en x", l'erreur commise sera moindre, en valeur absolue, 



c'est-à-dire, pour les valeurs de n, égales à t, 3, 3, l\, moindre res- 
pectivement que 

En vertu des formules (CX.Xi), on peut écrire 

il résulte de là, quand on suppose à la fols j x ', < i , j '_ \ <^ i, 
que l'on a 

Celte identité, si l'on ordonne suivant les puissances de /, con- 
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duit à la relation 









1.^ 




(77,— 


0(» 


-2)(n 


-^>r 






(«- 


2.3 


-2)..,l 





,2...(H-I) 

qui pcrniel. dt: calculer C„ au moyen de C,, C,, ..., C,,.! lor5r|ne n 

554. Quand jx| est plus petit que i , on peut loiil aussi facile- 

menl calculer la valeur d'une puissance positive {[uelconqire de g. 

Soit, en effet, /■ un nombre posilif quelconque ; on a (XXVIII3) 



où log-~ doit être remplacé par sa valeur principale; dai 
condilions, on a 



en désignant par iG' un nombre posilif el par x'' la détermination 
spécifiée au n° 523; on aura, par conséquent, 

(CXXJ,) ç;-=J^/'>^. 

11 est clair que le second membre est le produit de x"" par une série 
entière en x, donl les coerficients sont tous positifs, que cette 
série doit rester convergente pour x^i, et que sa somme est 
alors égale à 1 . 

En particulier, pour r^\, on aura l'important développcmenl 
qui suit 

ccxxi.) '"='2°-(t)"""' 

où l'on sait que tous les coefficients o„ sont rationnels et positifs, 
et que l'on a 



2K0'"- 
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nt d'ailleurs comme tout à l'heure, on reconnaît qu'en 

aiitj pour calculer 9^, un, deux, trois, quatre termes, on 
met des erreurs respeclivemenl moindres en valeur absolue 



55o. Le procédé que nous avons îndiqLié pour calculer So, S,, 
83, Sa, ... n'est pas le seul qu'on puisse suivre ; 

Reportons-nous, en effei, à la première des relations (GXIX.i) 
que ]"on peut écrire 



([ + ■-•.-7 H--a,7*-^29''-i-...) -,^ 
Nous savons qu'il exist 



, f; 



qui, mise à la place de q" dans l'égalité précédente, la transforme 
en une identité ; en égalant dans les deux membres les coeriicients 
des mêmes puissances de—, on obtient une suite d'équations 
qui permettent de calculer de proche en proche les coefficients S,,, 
3| , 3a, .... C'est ce procédé qui met en évidence, par une géné- 
ralisation immédiate d'un théorème célèbre d'Eisenslein, ce fait 
intéressant que les coeflicîenls 3„ sont des nombres entiers ('). 

(') Voici, avec les petites m odifi calions nécessairea ici, le résumé de la dé- 
monstration Aa théorème d'Eisenslein, d'après M. Hermite (Cours autographié 
de la Sarbanne'). 

Supposons que y soit lié à x par la relation 

(0 



r = lA,. 



parmi lesquelles A, „ el 
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SS6. Nous allons mainicnant donner une série e 
met le calcul de g dans tous les cas. 
La relation (CXXI,) 



^I<Ç)"^ 



les coefficients n^, a,, ..., a„, ... seront des fonctions entières à coefficienis en- 
tiers des coefficients Aj , en soi'le que, si ces dernier» sont des nombres entiers, 
il en sera de mSnie des coeflidenCs a„. 
Soit, en effet, en désignant par p un entier positif et en supposant en gcnéral 

j'j' = ic/' ( d.^j, -I- 3,^^ a; 4- a, j, a;' -l- . . . -f- a„ j, a:' -h . . . ) ; 

il est clair que a„ ^ sera une fonction entière à coefficients entiers de a^, a,, .,., 3,, 
inddpendantc de a„^„ a^^,, ...; eo substituant dans l'équation (i), il vient 

-l-/-t-", et que l'on égiile dans les deux membres 
ira 

sous le signe ^ du second membre, / doit être au moins égal à 1 ; par suite, le 
premier indice m + i — i — /' est au plus égal à m; il n'alteint cette valeur que 
pour i = o, J = 1; mais, par hypothèse, \_, est nul ; il n'y a donc pas, dans le 
second membre, de terme en a„ , = a^, et les ternies en ffi„^.,„(_, , qui y figurent 
sont des fonctions entières à coefficients entiers de a„, a,, ..., «„_,; si donc ces 
quantités sont des fonctions entières à coefficients entiers des A^ y, il en sera de 
même de a„,; or, on a a„ = A,^„ a, = A, ,a„4- A, , a„ , + A, „ La proposition 

est évidente. Elle s'applique au cas actuel en supposant a; =^ — ,7= /? et en 

prenant la première des équations (CXIX, ) et l'équation (CXXIj ) pour les équa- 
tloM (■)el(i}. 

M. Hermite s'est occupé récemment des séries (CXXI, ,) et de quelques autres. 
(Bulletin de la Société physico-mathématk/ue de Kasan, série II, tome VI.) 
Entre autres résultats, il établit Je caractère rationnel et posiiif des nombres C„, 
au moyeu de la transformation de Landen, et montre que les nombres a^'G sont 
entiers; le caractère entier des nombres 6„ en résulte. L'illustre géomètre donne, 
d'après M. Tisserand, les valeurs des douze premiers nombres î'"G|, et en signale 
de curieuses propriétés arithmétiques. 
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iippose [/ |<;i; si ceLle condition est vérifiée, eile penl, en 

iipposant q^e "™, être regardée comme une identité en x- Si, 
in regardant pour uq instant ■z comme ia variable indépendante, 
m suppose - réel et positif et si l'on détermine x par la condition 



y^'^'^-Wâ- "'',in:^jZ' 



q ^ CTTT' ; 



/aleur de v, sera maiiifestemenl réelle, positive, plus petite 
1. on aura d'ailleurs (n» o50) 



et, par suite, pour toutes les valeurs de -. considérées, 

Si dans cette identité on change-: en 4', on aura, ponr 1 
valeurs de t, 



et, par conséquent, pour toutes les valeurs de ■/- 



me on l'a fait an n- 529, 



L'avant-dernière égalité, établie pour toutes les valeurs de x 
qu'on à spécifiées, subsiste tant qne les deux membres sont des 
fonctions holomorphes de x, c'est-à-dire dans tout Se plan (s) : on 
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pourra donc, au moins théoriquement, calculer r/ dans 
cas par ta formule 



^^2=.(r' 



557. Nous allons moutrev qu'on peut toujours s'arranger pour 
que la série qui figure clans le second membre de la formule 
(GXXI,) soit très convergente et que, en même temps, q soit 
petit. 

La chose apparaîtclairement quand les données senties nombres 
'(i, l'a- ^^ peut, en effet, supposer les racines e,, e^, s-, rangées 
dans un ordre tel que les quantités |ei — ej |, \t,~ î^ |, \t2 — s^], 
soient rangées par ordre de grandeur décroissante, e'est-à-dire 
supposer que l'on a |k|^|t^x|^i, ou encore que le point y. 
appartient à la région (CflCiD,,); il suffira pour cela, après avoir 
figuré le triangle formé par les trois points e,, t.., t^, de placer s^ 
au sommet qui réunit les deux plus petits côtés, s, au sommet qui 
réunit les deux plus grands. 

Pour nous rendre compte de la rapidité de la convergence de 
la série envisagée, lorsque v. appartient à la région (Go C, Do) ou 
à sa limite, nous chercherons d'abord à déterminer le maximum 
de j p|. Cette dernière quantité n'est autre chose que le rapport 
des distances du point /i — x aux points i et — i; quand le 
point X reste dans la région (GoC)Db), le point i/i^v. reste 
dans une région qui est limitée par la courbe que décrit le point 
i/i —Ti quand x décrit la limite de la région (CoG|Do) : celte 
limite se compose de deux parties, d'une part l'arc du cercle Gi, 
compris à l'intérieur du cercle C, qui va, en passant par le 

point o, du point e ' au point e ' , et, d'autre part, ta portion 
de la droite D qui s'étend d'un de ces points à l'autre. Quand 
le point X décrit ta première partie, le point i — x reste sur le 
cercle Gq et le point ^/i — x décrit le petit arc du cercle Go com- 
pris entre les points e '* et e'^; quand le point «décrit la seconde 
partie, le point y/i — x décrit un arc de courbe qu'il est aisé de 

construire cl qui relie les deux points e '^, e'^ ; une étude 
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sommaire de celle portion de covirbe montre (') qu'elle est com- 
prise tout entière à l'intérieur du cercle C (|ui est ortliogonal au 

cercle C,, et passe par les deux points e ", e'^. Quand le point x 
reste dans ta région (CftC(Do) ou sur sa limite, le point \/i — x 
reste donc à l'intérieur du cercle C et n'atteint ce cercle qu'aux 

deux points e" et e '^. Or, sur le cercle G, le rapport des dis- 
tances aux points i et ^ i reste constant; ce rapport prend ti ne 
valeur plus petite à l'inlérieur de ce cercle ; donc le rapport 
des distances du point y/i — x aux points -|- i et — i, lorsque ce 
point \/i — X reste dans la région considérée ou sur sa limite, est 
maximum pour les points e '^ et e'^; maison a, pour y/ 1 — x = l''^, 



et, par conséquent, iantque a. reste dans la i-églon (CuC,Do) ou 
sur sa limite, on a 



Quanta la valeur de | g- 1 pour la même région, cile est . 
lemenl inférieure ou égale à 



2Hir 



e ' (3 cosu) i quand la variable rfclle'i va de — !^ à +|- Quant ou cercle, 
C, son centreest le point séc— el son rayon est égalàtang— - Le point doit 
Être intéi-ieur S ce cercle, ce qui se traduit par TinégalitÈ 



vérifiée quand u varie de — j- à -i- ^ ' 
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et, par conséquenl, à 

or, la série dont la valeur absolue figure dans le second membre 

n'est autre chose qne la valeur de q pour %^e ' , Yaicur qui a 
été calculée au n" 551 ; on a donc 

-■^ , 

pour tons les points /. qui appartiennent à la région (C(|C(D,,), 
ou à sa limite. 

Dans ces conditions, en calculant (/ an movcn des v premiers 

termes de la série, on commet une erreur égale à Z.^"(,) ' 

quantité dont la valeur absolue est moindre que 

c'esl-à-dire que 



"<i"«''°°-" 1-2 «»(;)"" 



est égale à i. On trouve 

ainsi que, en prenant un, deux, trois, quatre termes, l'erreur 
commise est moindre que 

donc sûrement plus petite qu'nne tinité du quatrième, Imitième. 
onzième, quinzième ordre décimal. 

Pour les valeurs réelles positives de x, plus petites que -. on 

< 'iJ < -fi-"- < ■'-. "< î < ^■ 
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558. Ayant calculé .7, X, x' puis (o, -- — "^ - . W;i= — -^ — 

on obtiendra '/], par la formule (CX2) par exemple, oii la série 
en q- converge rapidement puisque q- est plus petit en valeur 
absolue que —, ou, mieux, encore, par la formule (XXXIX,); 
on obtiendra ensuite Ï13 par la formule (XXVIII,), \/7f, \/k', K, K', 
E, E' par les formules (CXIX,,,,) et (Cil). 

On a ainsi toutes les quantités nécessaires pour le calcul des 
fonctions S, rf, sn, en, dn, Ç, p, .... 

559. Ce qui précède suffirait à la rigueur; toutefois, il est sou- 
vent avantageux de ne pas fixer tout d'abord, comme nous l'avons 
supposé, l'ordre des quantités e,, e^, £3 par les conditions 

ou bien, si c'est le nombre v. qui est donné directement, comme il 
anive quand on se sert des fonctions de Jacobi, ce nombre peut 
ne pas satisfaire aux conditions | x | ^ | x — 1 1 ■< 1 ; il est donc né- 
cessaire d'expliquer avec des détails suffisants comment on peut 
cependant ramener les calculs à se faire avec la même facilité que 
dans le cas précédent. 

Il convient tout d'abord de compléter les observations que nous 

avons déjà faites sur la façon dont les points , -, -, i — x, 

correspondent au point x. 

Convenons de dire de deux points qu'ils sont symétriques par 
rapport à Tin cercle quand ils sont situés sur un même diamètre 
et qu'ils divisent harmoniquement ce diamètre, ou encore, ce qui 
revient au même, quand ils se changent l'un dans l'autre, par l'in- 
version dont le centre est le centre du cercle et la puissance le 
carré du rayon du cercle. Celte définition comprend la définition 
de la symétrie par rapport à un axe; elle ne s'applique pas à la 
symétrie par rapport à un point, pour laquelle nous conservons la 
définition habituelle. 

La vérité des propositions suivantes apparaît immédiatement 
sur la figure. 

Les points X cl I — / sont symétriques par rapport avi point . 
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Les points -et , symétriques par rapport an point -i sont res- 

pectivemenl les symétriques par rapporl à l'axe des quantités 
réelles et à la droite (D) du point symétrique dn point v. par 

rapport au cercle Co- Les points et — 1 symétriques par 

rapport au point -> sont rcspnctivcment les symétriques par rapport 




à l'axe des quantités réelles et à la droite (D) du symétrique du 
point X par rapport au cercle C|. Quand le point x décrit l'une 
des trois lignes C», C,, D, les points—^, -, T^Tt;' ' — ^> *— ^ 
décrivent aussi, chacun, quelqu'une de ces trois lignes. 

Il est aisé, d'après ces remarques, de dresser le Tableau suivant. 
Les sis régions dans lesquelles peut se trouver l'un quelconque 

des points x, -^-. -, ^^^7-, i — x, ■ sont énumérées dans la 

colonne verticale qui porte en tète l'affixc de ce point, et les sis 
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points sont toujours respectivement dans les régions dont les sym 
boles fignrent dans une même ligne liorizontale ; ainsi, si le point ; 
est dans la région (C,), le point est dans la région (G,,). 





ï 


, 


, 








^-, 


* 


j-/ 




■^ 


(C,) 


(Do) 


(Ci) 


(B,) 


(C,) 


(c;) 


(C.) 


(D,) 


(C.l 


(D.) 


(Cl) 


(C.) 


(C,) 


(<^'i) 


(B,) 


(C.) 


(C.) 


(B.) 


(C,) 


(Cl) 


(B.) 


(C.) 


(Ci) 


(B,) 


(D.) 


(Co) 


(C,) 


(C,) 


(B,) 


(Ci) 


(Br) 


(g;) 


(C,) 


(C-,) 


(D„) 


(C.) 



Gliaqne point c|ai n'est pas sur une ligne de séparation appar- 
tient à la fois à trois des régions (Go), (C',), (G,), (G',), {D^), 
(D)), c'est-à-dire qu'il se trouve dans l'une des six régions dési- 
gnées, d'après nos conventions, par les symboles (CoCiD,,), 
(DaG'.Co), (C;D,C',), (C'.DoC;), (CCoD,'), (D, g; C,). 11 ré- 
sulte du Tableau précédent que, si le point y. est dans la première 
région, les cinq points—-—, -j — — . i— k,^ — sont respecti- 
vement dans les cinq suivantes, et que, suivant que le point x est 
dans la deuxième, la troisième, la quatrième, la cinquième ou la 

sixième, c'est le point _ ? 71 — _ — > 1 — x, qui est dans la 

première; désignons, dans tous les cas, ce point parx,,. On obser- 
vera sur le Tableau (LXXXj) que Xo est précisément égal à la va- 
leur que prend Z* dans le eas dont le numéro d'ordre est celui de 
la région où se trouve le point y.. 



06O. On t 
(CXXIIs) 



a d'abord la quantité 



i sera, comme on l'a vu au n° 557, plus petite en valeur absolue 



que fï, pu 

(CXXiïs) 



s la quantité 



-^2 M 
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qui sera plus peùte en valeur absolue que^, puis les quantités 
x()((,), x'()Co), T — . '"- 1"») comme on l'a expliqué au n" 532. Les 
formules (GXX,) fourniront les valeurs de x(y.), x'(x) au mojen 
de x(xn), x'(X|,), el celle de T au moyen de i; on en déduit l'ex- 



pression de T = 






moyen de T = 



et celle de t au 



moyen de t; ces expressions sont de la forme 



a-t-bx' ' d — b-t a-^ù'T 

où a, b, c, d et a', 6', c', d' désignent des nombres entiers; on les 
trouvera, pour chacun des six cas envisagés, dans les deux der- 
nières colonnes du Tableau suivant, où l'on doit prendre, ainsi 
que dans toutes les formules suivantes, les signes supérieurs ou 
inférieurs suivanl que le coefficient de (' dans x (et non dans Xn) 
sera positif ou négatif : 



NUHÉBOS 

rt'ordre de 
la région 


I. rtjton 


d. ., ,„ 


de Tau 


de Tau 
moyen de I 


' 


(G„C,I>„^ 


« 


' 


' 


II 


(C.CJD.) 


dl-T 


.,-:,.:, 


^, + , 


tu ... . 


(C-.C',D,) 


; 


"i-Ti 


-,-h 


IV 


(C'.C'.D,) 


7T^. 


7~ri-. 


-i+r 


T 


V 


(C„CiD, 


,-,. 


-\ 


■ -, 


VI 


(G, CD, 


''-^± 


— 1^ " 


^-L, 



561. On pourra, si l'on veut, calculer cj au moyen de -z. Toute- 
fois, il est avantageux de faire les calculs numériques au moyen 
des séries &(i'|t) plutôt qu'au moyen des séries ^(oIt) à cause 



y Google 



a3o CALCUL INTÉGR.U,. 

de la rapide convergence des premières; aussi convient-il de don- 
ner pour chaque eas l'expressioQ des séries 3(v [t) au moyen des 
séries 2r(c|T). Celte expression résulie immédiatement des for- 
mules de transformation linéaire (XLII), dont les quatre premières 
peuvent s'écrire 




Lorsque x est dans la région 
bleau (CXXTIO, 



de sorte cjoe les nombres «', b' , c' , d' qui figurent dons les for- 
mules précédentes sont a'= i, b' =^±i, c'=^ o, d'=^\; la parité 
de ces nombres, qui vérifient la relaliou dd' — b'c' ^^ i, montre 
que l'on est dans le cas 3° du Tableau (XXo) ; en se reportant aux 
formules (XLIln^,), on a donc immédiatement 



1 tenant compte des valeurs i=: 2, [j. = !,■> = 3 correspondant au 
is 3" du Tableau (XXo), on obtient ainsi les formules suivantes (') 

1EÏ«*~is,(,.|T), 



^■fel') = 



(') On arriverait au même résultat en décomposnuL la irunsformatioi 
en transformations de la forme t± i, ; (11" 191). 
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OÙ les radicaux doivenl êLre délenninés de façon que leur partie 
réelle soit positive. 

Lorsque k est dans l'une des régions I, II, III,IV, V, VI, la parité 
des coefficients a, b', c', d' de la substitution linéaire qui donne ■z 
au moyen de T nous place reapeclivemenl dans les cas i", a", 3°, 6", 
5", 4" àa Tableau (XXj). Si l'on tient compte de cette remarque, 
on déduit immédiatement des formules de transformation linéaire 
(XLIl), par un calcul semblable au précédent, les formules du 
Tableau (CXXII9) placé à la fin de l'Ouvrage, qui se rapportent 
aux cas où x est dans une quelconque des sis régions envisagées. 
On a ainsi ee qui est nécessaire au calcul des fonctions S, sn, 
en, du pour une valeur donnée de l'argument i', 

i>62. Si l'on a affaire aux fonctions p, i^, d, . . ., on pourra 
les supposer construiles avec les demi-périodes ii> i = _ ^^— _ . 
(Ù3 = -- — — - • On pourra aussi les construire avec des demi- 
périodes équivalentes; en appliquant les formules (CXX,), nous 
allons montrer, dans chacun des six cas qui peuvent se présenter, 
comment on peut former au moyen deX(xo), x'(xu) de telles demi- 
périodes Kf, ûâ équivalentes à u,, wj; à ees demi-périodes corres- 
pondront des quantités H), H3, de même que ■li,'/;^ correspondent 
à (i>(, wa; on pourra calculer H) au moyen de a, et de Q par la for- 
mule (XXXIX)), puis Ha par la relation Hiiia — HaQ, = — ; d'ail- 
leurs, T|,, ïis s'esprimeot linéairement au moyen de H,, H3 parles 
mêmes formules qui expriment wj , tos au moyen de a, , sij ; toutes 
ces quantités pourront donc être regardées comme connues. Le 
plus souvent on déduira les fonctions d{u\ s,, «3), ^«(«l n,, i!a)des 
fonctions â ( ~ 1 T) par les formules de passage (XXXIIIji^c), dans 
lesquelles on suppose t, ç, w,, toj, ■/ii et c ^= — remplacés respec- 
tivement par T, Q, ft|, IÏ3, H, et V :^ — -; on sait d'ailleurs que 
rf{((| Q,, Qa)est identique à ci{u IwnWj), et que les trois fonctions 
dai'.t\^\i^3) sont les trois fonctions ci, (« | w,, W3), i3'2(h |o>i, M3}, 
rfs (h jw^Wj) prises dans un ordreconvenable: ce tordre se détermine 
par ia parité dos nombres <7., b,c,da\i moyen des formules (XX^ _,■,). 
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Les fonctions construites avec lesdeini-périodes Si , a^ engendrent 
des quantités E,, K^, E3, y^E, ^ E3, . . . , de même que les fonctions 
construites avec les demi-périodes wi, ws engendrent des quantités 
e\, fia, ea, \/e\ — ej, ... ; les quantités E,, Es, E3 coïncident d'ail- 
leurs dans leur ensemble avec Si, Ej, Ej, puisque, en tant que fonc- 
tions de u, les deux fonctions j>(£(|a|, sig), pf^jw,, Wj) sont 
identiques. Les quantités E,, E^, Es, \Je, — Ej, . . • seront, dans 
chaque cas particulier, exprimées sans ambiguïté au moyen des 
quantités dont le sens a été précisé antérieurement, et cela au 
moyen des Tableaux (XX^-y) ; l'examen de chacun de ces cas par- 
ticuliers montrera que l'on a toujours 



(CXXIIO 


„__ x,.^_ ^.-J£S>-. 


563. En 


minon. cliacim des six cas parliciiUeis qui peuvent 


présenter. 




Cas I; y. 


est dans la région (C,C, D.). 


Cas II; 


«est dans 1» région (C,C;D,) ; |>..|< i, |k- i | > 
I |. On pose, conformément à la délinition adoptée pi 


haut pour x 





U résulte de là que v'i — x v/" — '■. est égal à ± i ; il si 
de faire la figure dans ce cas et de se rappeler les conventions 
latives ans radicaux (n° S23) pour voir que l'on a 

Dans ce cas, les formules (CXX4) donnent donc 

x(>..) . /r^ir.x(-/..), x'(») = ^r^z, in-,,-, zr ,\(x.)], 



l[is'(x.) = i(«.)], 
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les relations prcccdenles deviennent alors 
d'où 

Il = iii, -'a = "'- "i -i-iiii; 

on a aussi, si l'on vent, 

on voit donc bien que as,, asjj sont des périodes de pf( comme 

Les coefficients a, l/,c,d de. la substitution linéaire c[Hi donne r 
en fonction de t sont 



Par conséquent, en se reportant aux Tableaux (XXe^,), on a, en 
tenant compte des formules (CXIX,), 

(Gxxii,) . Ar:^^ = + iv^."r::T;=V^7^^A, 

d'où 



La première des formules (GXXIl^) permet d'écrire les exprès 
ions de lii, 113 sous la forme annoncée 



Il convient d'observer qne l'on a, dans le cas 
(3 _ 1— y/i — Ha _ j/i - X — 1 _ _ 



et, pai 



en sorte que, au point de vue de la convergence des séries 3, on 
ne gagne rien à faire la transformation précédente; il vaudra tout 
autant faire les calcnls comme dans le cas 1°, où x est dans la ré- 
gion (C„C,D„). 
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Toute explicalioii est désormais iniitile : il suffira cVécrlie les 
rësiiUatH. 

Cas III. Le point x est dans ]a région (C'|,C',D| ) : 

|-^l>,, |.-v-|>i, i-.,|>!,-/.i, 

X(X) = ^X,[X(,.) ± is'(K.)l, X'(i) = ^, X'(».), 

«.-ifeliS.,.,,^,,,, a.. . "''"V^ 



>/^ 



v/ïï 



Cas iF. Le iioinlxest<ianslarfgio»(C;C',D,) ; 



:£_ 



-\/'~^. 



î/zo v'i- 



'Vît— Ï3 tV=l— ^3 
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Cas V. Le point x est dam 


3]arégion(C„C,D,} : 


[.-Kl, 11-: 


.|<i, |.|>|i-..l, 


■/.„ = l — X, 




X{7.)=X'(X„ 


), x'(it) = s(v.o), 


S,- <o, "'"'-"^ 


, a, .., '^'^''-"^ 


"' "' ViT^ 





m la rogion (C'.C.D,) : 



'fi- 






Dans les deux cas I et II, et dans les deux cas V et VI, la 
convergence des séries est la même : il suffira d'employer dans un 
cas et dans l'autre une seule et même transformation. 

Les quantités ^/e, — Ea, ^Ej — Es, t/E, — Ea sont entièrement 
déterminées (XXXVI3) dès que l'on a fixé le sens de i,/â',, qui 
peut être choisi arbitrairement. On pourra les exprimer au moyen 
de i/s, — Es, \/k, ^/i^k, dans les six cas, dès que l'on aura fixé le 
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sens de la première de ces quantités, ce qui fise le sens de \/(a,-, 
comme on l'a vu au n" 532; on n'oubliera pas que \/ei — s^ doit 
être une racine carrée de y/e, — £3 : les expressions cherctées 
s'obtiendront aisément ensuite au moyen des résultats du n" S32, 
des formules (CXXII,) où l'on fera <■ ^-. o et enfin des Tonnulcs 
(XXXVIa). 

SQâ. Il y a, dans la pratique, deux cas particulièrement intéres- 
sants ; celui oii les trois nombres £), Ej, Ej sont réels et celui où, 
l'un de ces nombres étant réel, les deux autres sont imaginaires 
conjugués. Dans ces deux cas Va et y^ sont réels; inversement, 
si Ya fit Yj sont réels, on est nécessairement dans l'un de ces 
deux cas. 

Dans le premier, a est réel et, s'il est compris entre o et : , x et 
x' sont réels, positifs; il eu est de même de ^, qui est, en outre, 
plus petit qiie i. Si x est compris entre o et -. on sera dans le 
cas I, et l'on appliquera donc les formules du Tableau (GXXII) 
dans ce cas I. Comme on a 

pl " '"^,,- =o,o86^27< —, ^<«-TT<o,o}32L5< —, 
i+v/3 10 

les séries seront très convergentes. Si h est compris entre - et i , 
on sera dans le cas V; on posera donc 



et l'on apiDliqucra les formules du Tableau (CXXII) dans ce cas V. 

On peut toujours supposer qu'on soit dans un de ces deux cas, 
en rangeant e,, s^, e, dans un ordre convenable (n'ëoï); cet 
ordre revient ici à prendre soit s,^ Sa > Eg, soit Sj^ e^ > S). 
Nous conviendrons de faire toujours la première de ces deux hy- 
pothèses. Le lecteur trouvera, dans les Tableaux de formules 
(CXXIIl) et (CXXIV) placés à la fin de l'Ouvrage, la reproduc- 
tion des formules ainsi obtenues qui sont d'un usage fréquent; 
les quantités réelles et positives y sont mises en évidence. 

Toutefois, en adoptant les conventions dn n" 5-4o, 00 peut trai- 
ter aussi le cas où k étant réel est positif et plus grand que i, ou 
bien est négatif. Si l'on a 2 > /. > 1 , on est dans le cas VI; mais. 
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comme on l'a fait observer, la convergence des séries esl la même 
dans les cas V ei VI ; vien n'empêchera donc d'adopter la trans- 
formation du cas V : pour celte dernière transformation, Po et Q 
seront négatifs. Si l'on a x> a, on esl dans le cas III; on adoptera 
alors la transformation de ce cas III, ^g et Q seront réels et posi- 
tifs. Supposons enfin que x soit négatif; si l'on a — i < x •< o, on 
sera dans le cas II et l'on appliquera la transformalion du cas T; 
on posera Xo^x; ^i, et Q seront négatifs; si, enfin, on a y. < — i , 
on appliquera la transformation du cas IV; po elQ seront positifs. 

56S. Si, Yï et Ya étant réels, deux des nombres £,, ej, es sont 
imaginaires, on prendra pour e^ la racine réelle et pour î, = A + B6 
celle des denx racines pour laquelle le coefficient de i est positif; 
on aura alors îj 3= a — lit, s^ ■= — 2 A, et, par suite, 



La partie réelle de v. étant -, x et i — x seront des imaginaires 
conjuguées; de même xetx', de même encore w, et 0)3 : on a. 






On peut fixer (u"520) pour \/ï, — £3 celle des deux détermina- 
tions du radical que l'on veut; il en est donc de même de \/2B; 
on prendra sa détermination arithmétique. Si l'on se reporte maln- 
tenanl aux remarques qui ont été faites au n° 523 sur la position 
des points X, x', on reconnaît de suite que les droites que l'on 
désignait alors par OA, OA'fonl avec l'axe des quantités posi- 
tives, dans le cas actuel oii x est situé sur la droite D, des angles 
moindres que -, et l'on voit ainsi que l'argument de x(x) est 

comnris entre o et ~ si A est positif, entre o el — - si A esl né- 

r 4 ' ' 4 . 

gatif; dans le premier cas, l'argument de w, esl compris enire o 

et —71 dans le second entre — y et — ^; dans les deux cas, la 
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partie réelle de w, csl positive, le coefficieni de i est négatif. Ce 
coeffieieiit est, en valeur absolue, plus petit que la partie réelle 
dans le premier cas, plus grand dans le second. 

Les nombres w, et Wj étant imaginaires conjngu 
■n.=î;(w,;Y,,Y3)etTin = (C(w3;-r^.-r=)sonta 
jugués. 

S66. Pour effectuer les calculs on n'a qu'à appliquer les Ta- 
bleaux précédents. Mais on peut aussi suivre une autre marche 
particulièrement avantageuse dans le cas actuel. 

Observons d'abord que, !e point x étant sur la droite D, les cinq 

points . - ! ! I — y-, seront sur la circonférence du 

cercle Co, sur celle du cercle C,, ou sur la droite D elle-même, 
comme il vésulte du Tableau du n" 569. Si nous désignons par Ki 
l'un de ces points situés surlacirconférence du cercle Ci, le point 
I — X, sera situé sur la circonférence du cercle Cq ; il en sera donc 
de même du point \/i — x,, et, par suite, la quantité 



a imaguiB 
me de la s 



re; mais alors la quantité Q, dcfin 
rie convergente (CXXI,), 



-sm 



sera elle aussi purement imaginaire. L'avantage qu'il y a à calculer 
avec des quantités parement imaginaires pour former les diverses 
constantes dont on a besoin et les fonctions S est évident; il 
sera d'ailleurs aisé, une fois ces constantes et ces fonctions auxi- 
liaires connues, de passer au moyen des transformations linéaires, 
aussi facilement que dans Je cas général où le point transformé 
était toujours dans la région (GoC,Do), aux constantes et fonc- 
tions qu'il s'agit finalement d'obtenir. Toutefois, comme ie point 
Xi n'est plus nécessairement dans la région (Go Ci Dj), on pourrait 
craindre que la convergence de la série qui définit Q au moyen 
de p, ne fut plus très rapide; nous montrerons qu'elle est encore 
bien suffisante pour les besoins des calculs numériques. 
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567. Il est nécessaire de disùaguer le cas où le point x est au- 
dessous de l'axe des quantités réelles, et celui où il est au-dessus. 
Dans le premier cas, A est négatif, Sj et, par suite ya, est positif; 
dans le second cas, Sa elya sont négatifs. 

Supposons d'abord que nous soyons dans le premier cas. Les 
points O, T, L de {^fig. 3 représentent respectivement les points 
o, I , - du plan (s). On a figuré les deux cercles Cj,, C, qui se 
coupent en E, E'; la droite D n'est autre chose que la droite 
EE'. Soit M le point k; soit M' le point symétrique de M par rap- 
port à L, c'est-à-dire le point 1 — x; soientPetQ' les points où les 
droiles OM, OM' rencontrent le cercle C,, Q et P' les points où 




les droites IM, IM' rencontrent le cercle Co ; la figure PQ'P'Q est 
un rectangle dont le centre est en L; on reconnaît de suite que 
les points P, Q', P', Q représentent respectivement les points 

— — — . -. — — — , ; les points P et Q' sont sur le cercle C| ; on 

pourrait prendre arbitrairement l'un de ces deux points pour le 
pointK,; en prenant"/,^ _^ ; on a à faire une transformation du 
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cas IV; en prenant 7,,^ _-. i.iiie Iransformaûon du cas IIT. Nous nous 
placerons dans ce dernier cas ; X( est alors en Q', t ^ xj en Q ; l'ar- 
gument de I — X, est l'angle dont il faut faire tourner 01 pour l'a- 
mener sur OQ ; i! est négatif, compris entre cet — ^ si M est au- 
dessous du point E, entre — ^ et — tî si M est compris entre E etL 
(c'est le cas te plus désavantageux); nous le représenterons par 
— ail 'I' étant un nombre positif compris entre o et - ; désignons 
pour un instant par a la valeur absolue de l'argument de k,, ou 
l'angle lOM égal à l'angle OIM; puisque le triangle lOQ est iso- 
scèle, son angle au sommet 2 '!f est égal à 7; — 2 a ; on aura donc 

tangi- = tatig f | — aj ^ ■^"^ ' 

et cette formule, puisque "^ est compris entre o et -j permettra 
de calculer i[f sans ambiguïté; on voit, sur les valeurs de cj et £3 
(n" S66), que (|f peut être défini comme l'argument positif et 
moindre que tt de s^ — Ej. 

Puisque l'argument de 1 — x, est — ai, celui de \/ 1 — x, sera 






la valeur maximum de lang - correspond à la valeur limite 
•f^=z-; on s'en approche indéfiniment quand le point M s'ap- 
proche indéfiniment du point L, car alors le point Q s'approche 
du point — I ; il n'est pas difficile de reconnaître que la valeur 

limite de T est e ^=: o,2o;8...; il nous suffira de remarquer que, 
dans tous les cas, tang^ est inférieure à tang^' =y/2— i=Oj4i4'-- 
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el que la somme de la sériel S„(- tang r^ } est inférieure ù 

o,ai comme on le reconnaît de suite en se bornanl au premier 
tei'me. Par conséquent, le nombre réel et positif - sera inférieur 
y ^^., et la rapide convergence des séries est encore assurée. 

568. Connaissant Q, on appliquera les diverses formules éta- 
blies aux n'" 561 à S63, pour une transformation linéaire quel- 
conque, dans le cas III, en ayant soin de prendre le signe inférieur 
partout où il y a un double signe. Ces formules ont été repro- 
duites dans le Tableau (CXXV) que l'on trouvera à la fm de 
rOnvrage. 

On voit d'abord que a, el H, seronlréels; on a en effet(o'' 563) 



et tûi. Wj sont imaginaires conjugués, ainsi que r,,, r,., (n" 366). 
La réalité de s, n'apparaît pas sur la formule (GXXIla) 



1(;. 


•i) 


,ai(, 


)|T> 


, 3>(o 


|T) 


;: 


Si(olT) 


i/bi- 




■'^^ 


-Eî 


" /;/ï 


— Es 


^ 


.Tv^/ii 



mais il est aisé de Iransformei' cette formule en pariatil de ce que 
n, est réel et môme positif (n" 565). La racine carrée de «, étant 

réelle, il en est de même du quotient de 2îs{o|t) par e' ^/x; ce 
quotient ne ciiange donc pas quand on y change ( en — i; mais 
alors, puisque Q est purement imaginaire, ^3(0]!) se cbange en 
Si(olT), comme on le voit par les formules (XXXVl)); d'ail- 
leurs 1/% se change en \/\ — /.; on a donc 
a.(olT) ^ a.(o|î ) ^ 5i(o|T)^5ao|T) ^ ■^5»("i 4T) 

la dernière égalité résultant de la formule (XL,); finalement, on a 

^' -(^.- — l'y y' 
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feous celle forme, on voll bien que ûi est réel el positif, puisque 
le numérateur est réel et positif, ainsi que le dénominateur, qui 
est le produit du nombre réel et positif ^/aB par le caiTé de la 
somme de deux nombres imaginaires conjugués. On choisira pour 
\/si) la détermination arithmétique. 
De la formiilf; 



on déduit, on donnant an logarithme 
(n"522), 



'og - = — — logQ= — —■ : 

puisque -r est un nombre réel et positif, iog- est aussi un nombre 
réel et positif; cette formule fournit donc tin moyen simple de 
calculer le nombre —■—. — - et par suite û^. On avait déjà démon- 
tré au n" S6S que ce nondjie, qui n'est autre que — ^ — -y étail 
réel et positif. 

Il convient aussi d'observer relativement à la quantité \/(j qui 

figure dans les séries &, qu'en adoptant pour i/ -■ la détermination 
réelle et positive, on doit supposer {XXVHI3) 

Les autres formules du 'ralileaii (CXXV) s'entendent d'elles- 

S69. Lorsque A est positif on pourrait calculer t|i, ^,, q par la 
même méthode ; i serait alors négatif, ainsi que ^ , -; dans le cal- 
cul précédeni, les résultats finaux devraient donc être modifiés. 
Nous allons indiquer une marche un peu différente qui permet 
d'obtenir des nombres analogues, mais positifs. 

Observons d'abord que \a fig- 3 convient encore au cas actuel. 
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mais en l'inlerprétant autrement. On regardera le point M' comme 
figurant x. et le point M comme figurant i — x; les points P, Q", 

f", Q représentent alors -, — — -, , ~^^- Les points P et Q' 

sont sur le cercle C|, c'est l'un d'eus, qu'il faut prendre pourxi ; 
nous choisirons encore le point Q', et nous désignerons main- 
tenant par — 2» l'argument de i^k,, œ étant im nombre po- 
sitif compris entre o et - ; ou aura alors lang<p = ~ au lieu de 

lang-Ji ^^ - -— ; en sorte que si l'on convenait de regarder i comme 

lin angle positif, plus petit que -n, défini toujourspar cette dernière 

égalité, cp serait égal à tc ^ if». 

Le calcul de pi,Q, \/q, fii, ûj se fait exactement comme dans le 

cas précédent, si ce n'est que i doit partout être remplacé par a. 

On a fait la transformation du cas IV, x,= —~- ■ Comme le point x 

est au-dessus de l'axe des quantités réelles, on a 



t^i et H| sont alors purement imaginaires; -7^ est négatif (n"565). 
Une transformation loute semblable à celle du cas précédent 
permet d'ailleurs de mettre ai i sous la forme suivante, qui met en 
évidence le caractère réel et positif de ce nombre, 



■^5|(o[4t) 



On choisira pour ^ii|ila détermination arithmétique. 

Les autres formules du Tableau (CXXV!) placé à la fin de l'Ou- 
vrage s'entendent d'elles-mêmes. 
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CHAPITRE Vm. 



INVERSION DES FOINCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES 
DU SECOND ORDRE. 



I. — Représeatation de la fonction inverse de ï 
par une intégrale définie. 



S70. L'équation s = snw définit u comme une fonction impli- 
cite de 3 ; cette fonction peut être représentée explicitement par 
une intégrale définie. 

Rappelons d'abord que à chaque valeur de s il correspond une 
infinité de valeurs de u comprises dans deux classes ; les valeurs 
de i( comprises dans une même classe sont congrues modulis 4^i 
2iK'; la somme de deux valeurs de u comprises dans des classes 
différentes est congrue à aK.. Chaque racine de l'équation (en u), 
z = snu, est simple, sauf dans le cas où elle annule la dérivée de 
sn«, ce qui ne peut avoir lieu que si le point z coïncide avec 
l'un des points ±: i, ~ti ([iie nous supposerons marqués dans 
le plan de la variable s et que nous désignerons sous le nom de 
points critiques. 

Soit (A) une aire limitée par un contour simple et oc conte- 
nant aucun point critique; soit Sq un point situé à l'intérieur 
de (A); soit enfin «„ une solution quelconque de l'équation 
Se = sn «0. Il résulte de la tliéorie des fonctions implicites 
(n" 357) et de ce qu'on vient de dire, qu'il existe une et une 
seule fonction ^(s) satisfaisant aux conditions suivantes : la 
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fonction A(e) est holomorphe dans (A); dans (A) elle rend sni/. 
identique à z quand on y remplace u par '!'(s) ; enfin, elle se ré- 
duit à «0 pour z =■ Sb- Il est clair que toutes les fonctions que l'on 
obtient en ajoutant un nombre entier de périodes 4K., aiK.' aux 
fonctions ^{z), aK — ^Cs) jouissent des deux premières pro- 
priétés et qu'elles sont les seules fonctions analytiques qui, 
mises à la place de u dans la fonction sn((, la rendent iden- 
tique à 3. 

Si donc on considère une courbe (Z) du plan des s, partant 
de Sb et ne passant par aucun des points critiques, on voit, en 
fractionnant convenablement cette courbe, qu'il existe une fonc- 
tion analytique et une seule, «:^A{3), régulière en tons les points 
de (Z), vérifiant eu tous ces points t'équation 2=; sn«, prenant 
enfin la valeur u^ au point de départ s,, ; toutes les fonctions ana- 
lytiques qui vérifient l'équation 3 = su h aux diÉférents points 
de (Z) s'obtiendront en ajoutant un nombre entier de périodes à 
l'une des fonctions i(s), aK — >i'(s)- 

En tout point de la courbe (Z), on a, en regardant « comme 



ai l'on choisit pour chacun des radicaux ^[ — 3*, \j\ — k^z-, 
celle des délermi nation s qui est égale à en m, dnrt. Il importe de 
montrer que cette égalité subsiste quand on se place, pour définir 
les radicaux, à un point de vue un peu différent. 

Considérons un pointquelconques, de la courbe (Z) etla valeur 
correspondante «)^i(S|); attribuons aux radicaux, ^i— sj, 
\ï— k'^z\ les valeurs cuti,, dnii, et supposons que le long de la 
courbe (Z), en partant du point z^ , soit en avant, soit en arrière, 
on définisse par continuation les radicaux \/i — s^, \J \ — k'^z'-: 
cela pourra se faire sans ambiguïté, puisque la courbe (Z) ne 
passe par aucun des points critiques zh i, dz yj tout le long de 
(Z), si l'on regarde u comme égal à il'(z), les quantités en» cl 
duM, dont les carrés restent toujours égaux à i — 3=, i — k'^z-, 
resteront respectivement égales à \/i — a^, \j i — k'^z^, ainsi qu'il 
résulte de la continuité, Enadoptantces définitions pour \j \- — s^, 
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re, loiitielongde (Z), 



On en déduit, e 
prise le long d'u 



se reportant à la définition de l'inlégruie définie 
le courbe, l'égalité 



^. /. ■ 



> t/r:tT=-^ 



l'intégrale est prise le long de la courbe (Z) à partir du poini 
jusqu'à un point quelconque s de cette courbe, et c'est ordin 
rement pour le point de départ z^ que l'on fixe le sens des ra 
eaux. Telle est l'expression à laquelle nous voulions parvei 
qui représeale, au moyen d'une intégrale définie, une solution de 
l'équation s = snu. 

Quoique cette conclusion subsiste évidemment, en vertu de la 
continuité, lorsque la courbe (Z) vient aboutir à un point critique, 
nous continuerons de supposer pour le moment qu'aucun point 
de cette nature ne se trouve sur la courbe (Z). 

371 . Si, en conservant les points de départ et d'arrivée s,,, z on 
remplace le chemin d'intégration (Z) pai' un autre chemin d'in- 
tégration (Z, ), ne passant par aucun point critique, on obtient 
encore évidemment une solution de l'équation z = snw. On peut 
d'ailleurs obtenir n'importe quelle solution en choisissant conve- 
nablement le chemin (Z, ) : en effet, soit «, une de ces solutions ; 
dans le plan de la variable u, joignons le point u^ au point w, pai- 
un chemin quelconque {U, ), qui toutefois ne passe ni par un zéro 
de su'm, ni par un pôle de sn», et prenons pour chemin (Z)) le 
chemin que parcourt le point s = snu lorsque le point it parcourt 
le chemin (Ui); ce chemin (Z,) sera fini et ne passera par aucun 
des points critiques ; d'après ce qui précède, l'expression 



. v/r- 



■ i/r 



OÙ l'intégrale est maintenant prise te long de (Z) et où les radi- 
caux sont continués le long de ce chemin, en partant des mêmes 
valeurs initiales que dans le cas précédent, est égale à u, . 
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Dans le cas où les deux chemins (Z), (Zj) sont compris à l'in- 
térieui' d'une aire telle que (A), il faut, puisque la fonction '^{z) 
est liolomorphe dans cette aire, que les valeurs des deux inté- 
grales soient les mêmes. 

572. La fonction inverse de snu étant ainsi mise sous la forme 
d'une intégrale définie, on verra, dans le paragraphe suivant, com- 
ment le calcul de cette intégrale délinie peut s'effectuer, quand le 
chemin d'intégration est donné, au moyen de séries convergentes. 
Pour le moment, nous voulons dire quelques mots de l'étude 
directe de cette intégrale, étude qui, dans le cas où tout est réel, 
a été historiquement l'origine de la théorie des fonctions ellipti- 
ques et qui, dans le cas général, peut se faire aisément au moyen 
des théories de Cauchy. Par exemple, la propriété qui vient d'être 
signalée, relative au cas où les deus chemins (Z), (Z, ) sont com- 
pris dans une aire (Â), résulte immédiatement de la propriété 
fondamentale des intégrales prises entre des limites imaginaires. 
Nous allons indiquer comment on peut, en général, étudier 
l'influence du changement du chemin d'intégration, en nous 
bornant, ce qui suffit évidemment, au cas où s,, est nul. 

Pour cela, nous nous placerons d'abord dans le cas général, où 

Imaginons quatre lacets partant d\\ pointo et entourant les 
points critiques. Chacun de ces lacets est formé d'un segment 
de droite oa, partant de o, se dirigeant vers le point critique, et 
se terminant en œ, avant d'arriver à ce point, à une distance 
infmiment petite; puis d'un petit cercle, passant par a, décrit du 
point critique comme centre. Décrire le lacet, c'est partir du 
point o, suivre le segment de droite oœ, tourner autour du point 
critique en suivant la circonférence du cercle, puis revenir au 
point o par le segment de droite. Il résulte du théorème de 
Caucby que tout chemin partant de o et aboutissant au point s 
donne pour l'intégrale la même valeur qu'un chemin composé 
d'un certain nombre de lacets, aisé à déterminer dans chaque 
exemple, et d'un chemin arbitrairement choisi partant de o et 
aboutissant as; on prend pour ce dernier chemin le segment 
de droite, qui va de o à ^, lorsque ce segment ne cOiUient aucun 
point critique. 
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Il est l)icn ealendu que lorsque le cliemin d'inté^ralion (qui 
ne doil passer par aucun point critique) esl fixé, on suppose, 
pour spécifier le sens de l'intégrale, que les radicaux ont une 
valeur délerminée (±i) pour 3^=0, et que le long du chemin 
leur détermination résulte de la continuation. 

Nous allons d'abord calculer les valeurs de l'inlégrale prisi; 
le long des lacets, en supposant que les radicaux aient la valeur 
-+- I à l'origine. 

Considérons le lacet relatif au point critique -|- 1 . En suivant 
le segment oa, on obtient d'abotd une intcgralc qui est infini- 
ment voisine de 



r; 



celte dernière intégrale esl précisément celle dont l'étude a été 
l'objet essentiel du Chapitre précédent; en employant les nota- 
tions de ce Chapitre, on la désignera par 'K.(k^). Il convient 
actuellement de regarder le nombre k^=^x, comme une donnée; 
si, dès lors, on prend pour x la valeur -1=: -^, on a, comme on 
l'a vu, X=:K., x'=:K'; c'est ce que nous supposerons dé- 
sormais. 

On doil ensuite décrire, dans un sens ou dans l'autre, !c petit 
cercle, dont nous désignerons le rayon infiniment petit par p; 
on reconnaît immédiatement, au moyen de la substitution 
s=i4-oe'f, que l'intégrale esl infiniment petite; lorsqu'on a 
fait le tour du cercle, l'argument du facteur \ — z & varié de bti, 
ceux de 1 -!- 5 et de 1 — k^z- n'ont pas changé, le radical a donc 
changé de signe ; lors donc qu'on parcourra une seconde fois, en 
sens inverse, le segment de droite, la partie correspondante de 
l'intégrale sera, à un infiniment petit près, égale à R, comme la 
première fois. 

En résumé, et puisque l'intégrale, prise le long de tout le lacet 
relatif au point critique T, ne dépend pas du rayon p du cercle, 
elle est pour tout ce lacet égale à aK. 

Passons au lacetrelatif au point -,■ Un raisonnementtoiit pareil 
montre que, pour ce lacet, la valeur de l'Intégrale esl égale au double 
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de celle do l'intégrale 

Faisons, dans cette dernière intégrale, la substitution "^^ "r '^ui 
n'altère pas le caractère rectiligne de l'intégration ; on aura 



les radicaux qui figurent dans la seconde intégrale ont toujours 
la valeur -i- i pour s'^^ o : celte seconde intégrale est donc, en 
adoptant encore les notations du Chapitre précédent, égale à ' 
X ( T^ ) ■ D'après les formules (CXX^), cette dernière quantité esl 

égale à ^A-*[X(A*) ^z iX'(/:^)], où la partie réelle de ^k^ esl 
supposée positive, et où l'on doit prendre le signe supérieur ou 
le signe inférieur suivant que le coefficient de / dans k'^ est po- 
sitif ou négatif ; la détermination spécifiée de y/^* est égale à k, 
po\ir la valeur choisie de t (CXIX^). La valeur de l'intégrale pour 
le lacet relatif au point 7. est donc sK-q: aj'K'. 

La vale^ir de l'intégrale pour les lacets relatifs aux points — i , 
— T est respectivement égale à — -aK, — aivrir ii¥J. 

S73. Il nous reste à examiner le cas où k est réel. Nous nous 
bornerons à quelques indications relatives à la supposition 
o ■< ^ •< I ; il est alors nécessaire de modifier le lacet relatif au 
pointa' pour éviter le point critique 1. On composera le lacet 
d'un segment de droite allant du point o à un point a, infiniment 
voisin du point 1, d'un demi-cercle aa' situé dans la partie supé- 
rieure du plan et décrit du point 1 comme ceuti'e, d'un segment 
de droite a'^ allant jusqu'à un point p infiniment voisin de-r' 
d'un petit cercle passant par ^ et décrit du point -_ comme cenjrc, 
enfin du chemin déjà décrit pa'ao. 
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La seule difficulté consiste à évaluer l'intégrale rectilignc prise 
entre les limites a.' et p. On observera tout d'abord que, en par- 
courant le demi-cercle ai', l'argument du facteur i — z diminue 
de Tt, tandis que ceux des facteurs i + s, i — k-i^ ne changent 
pas; il résulte de là que la valeur du radical le long du chemin 
œ'peslégaleà — i\z''-~ i sj \ — ^^s^, oùl'on entend pary/s^ — i, 
y/i — k'''z'^ les déterminations positives de ces racines. L'intégrale 
rectiligne que l'on veut évaluer entre les limites a' et p est donc 
infiniment voisine du produit de i par l'intégrale 



i '^^~^^v-%^' 



or celte dernière intégrale, dont la valcui 
transforme par la substitution réelle 



^/r--;^/,-^'... 



qui est égale à x(A-'-), c'est-à-dire à K'. On trouve ainsi que 
l'intégrale envisagée, prise le long du lacet relatif au point cri- 
tique T> est égale à 2K -1- ai'K'; on trouverait de même que cette 
intégrale, prise le long du lacet relatif au point critique — 7 . est 
égale à — a K — •>. i R' . 

Ces résultats pourraient d'ailleurs aussi se déduire de ceux, du 
cas général où v est imaginaire par un passage à la limite qui, 
toutefois, demande quelque attention. 

En résumé, les conclusions établies pour le cas général sub- 
sistent dans tous les cas. 

ST'i. Il importe de ne pas oublier que, d'après ce qui précède, 
lorsqu'on a parcouru un lacel et qu'on est ainsi revenu au point o, 
un des radicaux et un seul a changé de signe. II résulte de là, en 
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parliculier, que si l'on parcourt une seconde fois le même lacet 
en gardant la nouvelle détermination des radicaux, on obtient 
pour ce second parcours une valeur de l'intégrale égale et de 
signe contraire à celle qu'avait fournie le premier parcours, de 
sorte que si le chemin d'intégration comprend deux fois de suite 
le même lacet, cette partie du chemin peut être supprimée. De 
même, si l'on parcourt successivement deux lacets différents, en 
partant par exemple de la valeur + i attribuée aux deux radi- 
caux, la valeur totale de l'intégrale prise le long du chemin formé 
par ces deux lacets est égale à la différence entre la valeur cal- 
culée plus haut pour le premier lacet et celle calculée plus haut 
pour le second lacet. 

Nous sommes à même, d'après ce qui précède, d'évaluer la 
valeur de l'intégrale prise le long d'un chemin composé unique- 
ment de lacets. Si le chemin est composé d'nn nombre pair 
de lacets, on revient au point o avec la même valeur pour le 
produit des deux radicaux, et l'on reconnaît sans peine que la va- 
leur de l'intégrale est de la forme 4"^. 4- 2«'iK.', où n et n' 
sont des entiers qui dépendent de l'ordre dans lequel on parcourt 
les lacets. Si le chemin est composé d'un nombre impair de lacets 
pn revient au contraire au point o avec l'un des deux radicaux 
changé de signe, et la valeur de l'intégrale est de la forme 
3K-I- 4ttK. + a^'iK.', Dans les deux cas, on peut d'ailleurs tou- 
jours déterminer l'ordre de ces lacets de façon que n et ii' pren- 
nent des valeurs entières quelconques prescrites à l'avance. 

Si Ton considère maintenant la différence des valeurs de deux 
intégrales de la forme 



/'-^vr-zc^^î 



où les limites sont les mêmes, mais où les chemins d'intégration 
diffèrent, on voit de suite que celte différence peut être remplacée 
par une seule intégrale où le chemin d'intégration part de o pour 
aboutir à o, c'est-à-dire par une de ces intégrales que nous venons 
de calculer. 

L'évaluation de l'intégrale, pour un chemin d'intégration quel- 
conque, est ainsi ramenée à celle de cette intégrale pour un chemin 
arbitrairement choisi, au calcul de K, K' et au calcul des nombres 
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etilicrs n, n', que nous avons ajjpris à déLerminer dans chaque cas 
particulier. 

Les propriétés de l'intégrale / , que nous 

J„ VI — •=- V' — '-"^'' 
venons de retrouver par la méthode de Cauehy, jointe à ce fait 
que l'équation différentielle 

permet de définir s comme une fonction holomofplie de u ('), 
fournissent les éléments essentiels d'une théorie de la fonction 
snM. Elle serait l'analogue d'une théorie de la fonction sinu, qui 
serait fondée sur les propriétés de l'intégrale i ■ j- ■■ — ' et qui, 

ainsi, procéderait dans l'ordre inverse de celui qu'on suit habi- 
tuellement dans la théorie des fonctions circulaires. 

375. Ces résultats se généralisent immédiatement. 

On a prouvé que toute fonction douhlement périodique du se- 
cond ordre /(h) vérifie une équation différentielle de la forme 
/ ~ j =R(s), où R{s) désigne un polynôme du troisième ou du 
quatrième degré en z. Il résidte de là tout d'abord que ia fonction 
i(s) = / - fournira la fonction inverse de /{"); fonction 

inverse dont les propriétés peuvent être déduites soit des pro- 
priétés supposées connues de la fonction f{u), soit de l'étude 
directe de l'intégrale. Si R{s) est de la formels* — ga^ — §3, 
on obtiendra ainsi, soit par «ne vole, soit par l'autre, les pro- 
priétés de la fonction inverse de pu. 

L'étude directe de l'intégrale / - est d'ailleurs toute pa- 

reille à celle de l'intégrale / , -les points cri tiques 

sont alors les racines de l'équation R{5) ^^ o. On est amené à 



(') Cette ije[le proposition, que nous nous contetitona c 
Briot et Bouquet Leur démonslratiou a été complétée sur 
[isr M. E. Picard (Uidleti'i rfcs Sciences mathématiques, [i 
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introduire trois ou quatre lacets partant de Zf, et entourant les 
points critiques, suivant que R(a) est du troisième ou du qua- 
trième degré. Bornons-nous à ce dernier cas; la seule différence 
importante avec le cas particulier que nous avons étudié con- 
siste dans la nécessité d'établir la relation a— p + Y — S = o 
entre les valeurs des intégrales relatives aux quatre lacets. Cette 
relation, évidente dans notre cas particulier, s'obtient en partant 

de ce que l'intégrale / ; prise le long d'un cercle de rayon 

infini, est nulle ; elle permet de montrer que les valeurs diverses 
que peut acquérir l'intégrale ( —, ■ sont comprises dans deux 

classes; les valeurs d'une même classe sont congrues, modidis 
2(0;— p), 2 (a — y); la somme de deux valeurs appartenant à deux 
classes différentes est congrue à aa. Cette proposition, jointe à la 
propriétédel'équationdifi'érentiellc (t-) ^ R{3} de définir z- 
comme une fonction univoque de u, permet de montrer que cette 
fonction est une fonction doublement périodique, quel que soit 
le polynôme R(3), supposé toutefois sans racines égales. 

Cette dernière propriété sera établie, dans le prochain Volume, 
d'une façon toute différente, eu restant dans l'ordre d'idées qui 
nous est habituel. 



II. — Évaluation de u connaissant shm ou pii{')- 

S76. Nous allons maintenant résoudre simultanément les deus 
questions suivantes : 

1" Effectuer au moyen d'une série convergente ie calcul do 

l'intégrale / — — ~ prise le long d'un chemin délei- 

miné (Z) ne passant par aucun des points critiques. 

2° Étant données deux valeurs concordantes z et z' de su u et 
de sa dérivée sn'i(, c'est-à-dire deux valeurs z, a' liées par la 

(') Voyez SCHWALiï, Formules, elc, p, 0;. 



y Google 



'254 CALUUL INTËGIIAL. 

relalion s'-:=(i — z^)(i — k'^z'^), trouver une valeur de w qui 
vérifie les deux équations s:= snu, 2'=^ sn'u. 

Nous supposerons tout d'abord que l'on a | /f | < i et nous 
prévenons, une fois pour toutes, que le radical y'i — k-z^ sera 
regardé comme ayant la valeur i pour a =; o, et ses détermina- 
tions successives le long du chemin d'intégration comme en 
résultant par continuation. Quant an radical y/ 1 — s^, nous ne 
spécifierons pas d'abord sa détermination, mais il est bien en- 
tendu que celte détermination devra aussi, le long du chemin 
d'intégration, résulter par continuation de la valeur initiale. 

Avec le rayon I 7 L du point o comme centre, décrivons un 



cercle F; à lintérienr de ce cercle, \j i — k'^z^ est une fonction 
holomorphe (dont la partie réelle est toujours positive), et l'on a 

Supposons que le chemin d'intégration (Z) qui ne passe par 
aucun point critique reste tout entier à l'intérieiir de Y, ce qui 
implique la condition | A-s | ■< 1 pour la limite supérieure de l'inté- 
grale. Divisons les deux membres de l'égalité précédente par 
^1 — s'^ et intégrons le long de (Z) entre les limites o et 3, ce qui 
est évidemment permis; nous aurons 

L'identlté 
conduit aisément à la suivante {') : 

{'] F.n faisant tendre z veis 1, par valeurs positives, on trouve aisément 
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OÙ l'on a posé 
On en conckit 

f -pt ^ %*»^ [ f -^ - S.(«) >/T:=^1 . 

J„ v'i — s^ 3.4...-irt I^J^ v/i-j' J 

Cette relaLioi), sons la supposition |A-|<1 1, permet de transformer 
la série de manière à obtenir la relation 

fV-î^^^TT^ -^(*-> r^i, -v/----:;ï"f«,.*»û-„(.). 

où a,,a-i, . - . désignent les mêmes coefficients et 'k{x) la même 
fonction qu'au n" 536. 

La série qui figure dans le second mem.bre peut être regardée 
comme une série à double entrée dont le terme général serait 
a„ ■■ ' ■- " -- — -_— 7 ^^"3-""', V preoant les valeurs 1,2. . . . ,cc. Cette 
série est absolument et uniformément convergente pour tous les 
points s situés à l'intérieur et sur la circonférence de T. Si, en 
effet, on pose |A'|=p, n = -j -t- p, son terme géoéral est, en va- 
leur absolue, inférieur ou égal à 

Or, la série à termes positifs 



""■ 3 '■^- 3,5 ■■^■' 3.5...(2v-.) "■-'■ 

est convergente, comme il résulte immédiatement de la règle de 
Gauss relative au rapport d'un terme au précédent; désignons-en 
la somme par Ay,^,; comme ap_^., est plus petit que ap, il est clair 
que Âp_|., sera plus petit que A^; des lors, il est manifeste que la 
série à termes positifs 



convergente, puisque l'on a p <' i . La somme de celle série est 
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supérieure à la somme d'autant de termes que l'on voudra, pris 
dans la série à double entrée 

et la proposition énoncée est donc démontrée. 

On en conclut que la relation obtenue subsiste quand le chemin 
d'intégration vient aboutir en un point s de la circonférence du 
cercle F. 

377. Supposons main tenuol que, pont- a-- o, y i — s^ soit pris 
écal à I et considérons l'identité 



/;=ï 



.i[;,.,„..,r=.,]. 



la quantité iz-\- \J\ — z"^ ne s'annule pas; dès lors, on peut sup- 
poser que les fonctions ^i — z-, log(ts -|-y/'i — z^) sout déter- 
minées le long du chemin d'intégration par leurs valeurs initiales 
-|- I, o, puis par continuation, et l'on aura 

578. 11 est aisé de voir, en parlant des propi-iétés de la fonction 
sine, que le premier membre de l'égalité précédente peut aussi 
être défini comme il suit : Considérons un plan dans lequel on ail 
pratiqué deux coupures allant, l'une de -f- i à -Hoo par l'axe des 
quantités positives, l'autre de — i à — co par l'axe des quantités 
négatives; arcsins peut être regardé comme une fonction hoJo- 
. morphe dans ce plan, fonction dont la partie réelle est comprise 
entre ■ ■ - et ■ 1- - et qui vérifie identiqucraenl l'équation 

La fonction / — ■ coïncide avec arcsins tant que le chemin 

d'intégration n'a pas traversé de coupures; elle se change eu 
TT^arcsin^ quand on traverse la coupure de droite et en 
— Ti — arc sine quand on traverse la coupure de gauche, de sorte 
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qu'en traversant les coupures dans un ordre convenable, on 
obtient telle détermination que l'on voudra de la fonction inverse 
de sins. 

La première question posée au début est résolue quand le c1ic- 
min d'intégration ne sort pas du cercle T. 

o79. Nous allons maintenant établir la proposition suivante : 
Quelles que soient les déterminations attribuées au logarilbme et 
au radical \/i — z'-^, l'expression 

(CXXVH,) «= ;>.(A-=)los(t-= + iA"-^-)-\/^-^"^2""''"'^'"'-^' 

satisfait à l'équation s = su u. 

En effet, modifier ta déteriuinalion du logarilliine revient à uuj;- 
inenter u de la quantité 

où n désigne un entier. De même, elianger ^i — z- en — y'i — ^" 
revient à changer log{i; -\-\/ i — z-) en 

(.^„ + i)^^-iog(.-^+/r^iï), 

ce qui revient à cbauger u en (4/'-^:')K — a, où /i est un 
nombre entier. 

L'équation (CXXVIIi) définit une infinité de fonctions Itolo- 
morplies de s dans le cercle Y. Si, par exemple, on introduit dans 
ce cercle deuï coupures reclilignes allant, l'une du point -h i jus- 
qu'à la eirconférence deTparTaxe des quantités positives, l'autre du 
point — I à la circonférence de F par l'axe des quantités négatives, 
il est clair que, dans l'aire F ainsi déduite du cercle T, les fonc- 
tions \fi^3'-', Iog(jj; 4-^/i — S-) peuvent être définies comme 
des fonctions holomorphes de s, en reg^ardant les valeurs do 
y/i— ;- et.de \og(i3-^ \Ji~ z'-^) comme étant respectivement 
égales à 1 et à o pour 3^0; la partie réelle de y'i — z- sera alors 
toujours positive et la partie réelle de -, log((i; 4- \/i — -s^) sera 
comprise entre — -et -+- -- 

On peut d'ailleurs procéder tout autrement et définir d'une iu- 
T. et M.- m, ,7 
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linilé de façons des aires limitées par un contour simple, situées i\ 
l'intérieur de T, dans lesquelles la fonction définie par le second 
membre de l'équation (CXXVII,) soit holomorphe. 

Si l'on considère une telle fonclion ^''(j), on aurn, pour 
cliaque point de la région où elle est définie 

Cl, par conséquent, 



il suffît de prendre la dérivée de l'espression de '*V{z) ou, plutôt, 
de se reporter à la façon même dont cette expression a été obtenue, 
pour reconnaître que l'on a 

dWjz) ^ I 

en attribuant au radical ^^i — s- la mfimc délerminatiou que 
dans W(z). 

Si l'on considère maintenant une courbe quelconque qui, tou- 
tefois, ne passe pas par les points critiques et ne sorte pas de T, 
les deux membres de l'équation précédente pourront être regardés 
comme des fonctions continues de s, régulières en tous les points 
de la courbe, de sorte que, en désignant par z^ et z les extrémités 
de cette courbe, on aura l'égalité 

on a ainsi, sous une forme plus générale, la solution de la pre- 
mière question, tant que le cbemin d'intégration ne sort pas de T. 
On voit aussi que, si l'on se donne les valeurs concordantes 
s, z' de sïiii, sn'« et si l'on prend dans V(^) pour la détermina- 
tion de v'' ^ s^i 

on aura snH = s, sn'/(==3', en regardant ;( comme égal kWis). 
■ La seconde question est donc aussi résolue quand le point z n'est 
pas en dehors de T. 
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S80- Restons toujours dans le cas où l'on a | A' | <; i . 

Nous avons supposé que le chemin d'intégration ne sortait pas 
du cercle (F) ; nous allons supposer mainlenanl qu'i! ne sort pas 
de la région (y) extérieure au cercle de rayon w/i décrit de o 
comme centre; les deus régions (F) et (y) oui 
mune, en forme de couronne, dans laquelle a 
développement que nous venons d'étudier et 
allons établir. 

Partons des relations (LXXU.) 



me région < 
iviennent, • 



le 



,n(« + /K'). 



>>'{u^-iK-)r- 



Soieot :, ;' des valeurs concordantes données de snw, sn'«, et 
dont la première est, en valeur absolue, supérieure on égale à i . 

Puisque la valeur absolue de A' y- = - est, au plus, égale à i , on 
pourra, en appliquant la règle précédente, trouver une valeur de 
(/ + tK' qui satisfasse aux équations 

et en déduire la valeur de (( qui satisfait aux équations 



iCXXVIU) > "=• 

La valeur de l . i- -p;— est délei-minéc par l'égalité 

dans laquelle on suppose positive la partie réelle de 1/ i— ^- 
La seconde question est résolue. 
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S81, Pour ce qui est de la première, regardons z comme un 
point variable de la région (y) ; la dérivée du second membre de 
l'équation (CXXVN,) est 



où l'on suppose que 1/ i -- \ est lu fonction de s, holomorplio 

dans (y), dont la partie réelle est positive. Quant à i / i — r^— ^ > 
sa détermination est la même que dans l'équation (CXXVUs). Si 
donc on considère nne courbe ne pénétrant pas en dehors de (y); si 
l'on désigne par Tj (s) une des déterminations du second membre 
de l'équation (CXXVITi)qui soit continue le long de cette courbe 
et qui soit régulière en tous ses points, on aura 



T,(2)-T,(„)=, r^ 



--^\/'-l 



en supposant que l'intégration ait lien le long de la courbe c 
dcréc ; or, le second membre n'est autre chose que ( ' ) 



r 



^i Ton suppose que l'on ait le long de la courbe 

- *' V - râ (/■ - 5i " >'' =^ ''^'î'- 

On sait donc ofTecUier les intégrales de la forme 



le long d'une courbe déterminée entre Za et s, pourvu que celte 
coutbe ne sorte pas, soil de la région V, soîl de la région y; si hi 
courbe a des points dans les deux régions, on la séparera eti 
parties dont chacune soit située tout entière dans l'une des ré- 
gions, et l'on fera la somme de ces intégi'ales partielles. 
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582. Les séries que nous avons obtenues ne convergent que si 
l'on a I /: I <; I , et elles ne convergent rapidement que si la quantité 
I /:|est très petite; nous allons en déduire, au moyen d'une double 
transformation de Landen, d'autres séries qui, d'une part, sont 
très bien appropriées au calcul numérique et qui, d'autre part, 
conduisent facilement à la détermination d'une solution des équa- 
tions pu = P, p' u^ P', où P et P' sont des nombres donnés con- 
cordants, c'est-à-dire liés par la relation P'- = ^P» — ^^P — gg. 

Nous commencerons, en supposant [ /f [ < i , \ks\'^i, par 
transformer les résultats du n* 380, en y changeant u en K — u, 

ce qui cbanee snH, sn' u en T^t ,- -r — ■ En tenaiitcompte de 

^ * ' (\nu du. dnu r 

ce que î> (k-) est égal à ^ et de ce que l'on a, en négligeant les 

multiples de sut, 

la formule fondamentale (CX.X.VIIO devient 

et ia valeur de u que l'on vient d'écrire satisfait, quelles que 
soient les déterminations du logaritlime et du radical \/i — z'', 
aux deux équations . 



où la partie réelle de \/ 1 — /r^s- est positive. 

Dans les égalités qui précèdent, regardons pour un moment /,■ 
comme une fonction de t, et cuk, duM comme des fonctions de u 
et de t; changeons partout t en 4", pwis u en -- (i +\/A'J ; en 
observant que, en vertu des équations (XLi^j), (LXXIi^s) et de la 
relation («) du n°531, on a 






4^0 
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nii 6 esl mis à la place de \Jk{/i^) = --1-, nous arrivons ans 

I -h //■■' 
conclusloDS suivantes. 

Supposons toujours | Z/ 1 <; i el posons, pour abréger, 

ri \ — L '^"^ " ~ ^^'' 

pourvu cjue l'on ail | ô-sj Ji, on satisfera ans équations 

où/'(i') désigne la dérivée de/(c) par rapport à (^ et on la partie 
réelle de y,'i — b^z'^ est positive, en prenant v = F(s). Il est bien 
entendu que, dans l'expression de F(j;}, \/i — ^^ a la même signi- 
fication que dans la seconde des équations à vérifier. 

583. Pourvu que l'on ait toujours | fc' s | ^ i , il est clair que la 
même conclusion subsisterait si, dans les égalités précédentes, 
»' était remplacé par c — aïK'; d'ailleurs le changement de v en 
V — 2tK' change due en — duc et 6/(1-) en 77.7—; donc, pourvu 
que l'on ait | b^z\Si, on satisfera aux équations 



en prenant c — aïK'^ ^(3); il est bien entendu que, dans l'ex- 
pression de F(2), y/i — 3* a le même sens que dans la seconde 
équation à vérifier que nous venons d'écrire. Or, si l'on se donne 
duc, l'une des quantités bf{('), j-j- — est inférieure ou égale à i, 
en valeur absolue; si donc on se donne pour dnc et dn'c deux 
valeurs concordantes, on pourra toujours calculer c au mojen 
d'un développement F(s) dans lequel on a \bz\%i, donc 
I b-z I <! 1 ■ Dans la pratique, où c'est x qui est donné, si l'on 
prend t=^-, 6 devient la quantité que nous avons désignée 
dans le Chapitre précédent par |3, quantité dont la valeur absolue 
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est toujours plus petite que i et peut même être rendue plus pe- 
tite que -^; la série F(^) est alors rapidement convergente. 

§8i. Le théorème final du n" 582 peut être énoncé sons une 
forme légèrement différente qui va nous être commode. 

Si l'on se donne un nombre Vi, tel que l'on ait | Z*-/(i'd) | ^i, 
et que l'on remplace dans F(s), z par f{v„) et \/i — z'^ ou 
\/i"/-t^o) par z-^ f^l , où ^T - b'/Hj^) a sa 

partie réelle positive, F(e) prendra une valeur c qui, d'après 
l'énoncé de ce théorème, satisfera aux équations 



/(")=/(■'»), -S'- = ï/i-/H^o}/ï^6^/n''o), 



dans la seconde desquelles il est bien entendu que y i— /"{''o) a le 
même sens que dans F (s); mais te second membre de cette même 
équation, en vertu delà détermination attribuée à \/ i — f^{'^(i)i n'est 
autre chose que k ' ' ^^'^'^ '^^ satisfera aux équations 

en prenant (j--F(s), oii s doit être remplacé par/(i'o) et y i — - z'^ 
par ■ - r^---—^ -:- 

. S85. Nous transformerons ce dernier énoncé en passant des 
fonctions su, en, dn à la fonction p par les formules (LXVII). On 
trouve tout d'abord, en posant v ^^ «^/d — ej. 

Si maintenant on pose Vq -— Ug ye, - - Cs, on arrive an résultai, 
suivant : 

Si l'on se donne le nombre Ho, on satisfait aux équations 

en posant u=-- ■F(s), où z et ;'!■ — 2^ sont délCL-minés 

Vei- es 



y Google 



/— : ^ ^ -^ - ^')v'ei- e:,[i — b^z^] — p' u« ^ 

■i ^7-'--t'-z^ ( j) «j, - «9 ) (P "0 — e» ) ' 

il condlllon cjue l'on alL ] 6^s| ;{ i . 

586. Supposons maintenant que l'on se donne non pas Ua, mais 
bien les valeurs numériques concordantes P et P' de pU(,ei p'a^. Le 
nombre Hq n'est déterminé par les valeurs P et P' qu'à un multiple 
près de ao), et de 2W3; nous pouvons le supposer tel que y'/f' ^33 («0) 
ait sa partie réelle positive, puisque, si cette condition n'est pas 
vérifiée pour «o , elle le sera certainement pour «oH-2Wî 
Ipnîsque ^sal^o ^- 2(03) ^^ — ^33(i<o)]- Pour cette valeur de «07 
iniuii) sera donné par la détermination de ^-^l. ^ qui, multipliée 
par \/k', a sa partie réelle positive. Dans ces conditions, on aura 
\hz\'^zi (et a fortiori \b^z\<, i), puisque le point \//i:' - 1 t 

est plus voisin du point t que du point — 1 . Nous pouvons donc 
énoncer la proposition finale que voici : 

Si l'on se don/ie deux nombres concordanlsV elP' ,onsatis/era 

aux équations pu ----- P, p'u -— P', eiiposant u = ^(g), 

c'est-à-dire 

,cxxY...) , = --Afiltt!i£±y-^3^-^.''f,,.i..g.,,,, 

iV^Ê,— esli + vA-') ^Vei — fis™ ^ 

OÙ :■ et \! i — 3'^ sont déterminés pai' les formules 






JT--.i - (■^''V 'l- «.['->'''l 
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)-î:.(.+vr^=)'- 




, et même | ^ ' < -l si le point x es 


tdi 



Rappelons encore iine fois que les parties réelles de ^ i — b'' z'^ et 
de ij'l^ ' — — sont positives. 

887. Dans la pratique, c'est la valeur de A^- = x que l'on donne 
et l'on peut supposer que x appartienne au plan (fà) ; il est alors 
naturel de prendre, en conservant les notations du Cliapitre pré- 
cédent, t = - ; on a vil que l'on a alors 



K=rX 



On a toujours | ^; < i 
la région (C„ C, D^). Dans ce dernier cas, la série ^ ^"'P'"- *i« (-) 

converge très rapidement. On peut d'ailleurs, dans tous les cas, 
obtenir une limite supérieure de l'erreur commise en ne conser- 
vant dans celle série que les n premiers termes ; l'inégalité 
I ^s ] < 1 entraîne, en effet, l'inégalité | ^'« Ç?„{s) | < | ^ ]^«+' (f„ (i) ; 
il résulte de là et de la valeur calculée plus haut, pour ^«(l), que 
le reste considéré est inférieur en valeur absolue à 

i.3...(a7t + i ) ipl^ 

Notre série a été ordonnée, jusqu'ici, suivant les puissances de [i. 
Dans la pratique, il est plus avantageux de l'ordonner suivant les 
puissances de s ; c'est sous cette forme que les résultats figureront 
dans le Tableau de formules. 

Si le point x n'est pas situé dans la région (CuC) Do), confor- 
mément à la marche suivie à la fin du Chapitre précédent, on com- 
mencera par lui substituer le point correspondant y.,, de cette ré- 
gion, et l'on appliquera d'abord les formules précédentes comme 
si ce pointXfl était le point donné ; les séries conservent alors toute 
leur convergence. Au moyen des formules (CXXll), on peut ne 
laisser figurer dans les résultats que les données etc'esl ainsi qu'ont 
été obtenues les formules (CXXVIII) du Tableau de formules. 
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Les simplifications qu'introduit l'hjpotlièse cjuc y^ cL y^ sont des 
nombres réels sont d'ailleurs évidentes. 

S88. Nous avons vu {n^'S83-S86) comment, étantdonnées deux 
valeurs concordantes D, D' de dn u, du' u ou deux valeurs concor- 
dantes P, P' de pu, p'u, on pouvait trouver «au moyen de séries 
très convergentes; u est déterminé à des multiples près de 2 K.. 
4iK.' dans le premier cas, de au,, 3 Wj dans le second; quant aux 
valeurs de K, K', oi,, toj on a appris dans le précédent Cliapitre à 
les obtenir aussi au moyen de séries très converg^entes quand on se 
donne k'^ ou ga, gi- Si l'on se donne deux valeurs concordantes 
S, S' de su M, sn'K, il suffira, pour obtenir h, de passer par l'in- 
termédiaire de D, D' au moyen des formules 

D = -^ ^ - ^ , D' =- - /(' S /i^~S"^ 

où l'on choisira arbitrairement la détermination du radical. Ayant 
trouvé une valeur de u qui fasse acquérir à ânu, An' u les valeurs 
D, D', on sera certain que cette valeur fera acquérir aux fonctions 
snu, su'u soit les valeurs S, S', soit les valeurs — S, — S'; dans 
le dernier cas on ajoutera 2K. à la valeur trouvée; d'une solution 
des équations snu ^ S, sn'« ^= S, on déduira toutes les autres, 
en ajoutant des multiples entiers de 4K.1 2/ K.'. Des observations 
analogues s'appliqueraient au cas où l'on donnerait des valeurs 
concordantes C, C de en ri, en! it. 

589. En terminant ce Cliapilre, il convient d'observer que le 
problème posé au commencement du n" K76, problème qui consis- 
tait à évaluer, le long d'un chemin quelconque donné ne traver- 
sant aucun point critique, l'intégrale 



r 






^(< -^')ii -k'z^y 



dans laquelle on se donne la valeur initiale du radical, s'il a été 
résolu dans les numéros 576 et suivants, ne l'a été qu'imparfaite- 
ment au point de vue pratique. La série qui, pour [/i |< i, fournit 
la valeur de cette intégrale ne pexil, en effet, être réellement uti- 
lisée que si I ^ I est petit. A la vérité, on peut toujours ramener 
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à ce cas, par des transformations conveaables, révahiation de l'in- 
tégrale envisagée comme aussi l'intégrale 



r^ 






définie d'une façon analogue; mais on ne s'est nullement occiipt' 
de riofluence de ces transformations sur le chemin d'intégration, 
et une pareille élude, possible sans doute sur des exemples nu- 
mériques, n'est pas sans difficulté dans le cas général. 

Si l'on veut n'employer que les séries très convergentes dont il 
a été question dans les derniers numéros, les problèmes relatifs à 
l'évaluation des intégrales que nous venons de citer ne sont ré- 
solus qu'à des nombres entiers près. Occupons-nous, par exemple, 
de la dernière. Se donner Za et la valeur initiale du radical, cel;i 
revient à se donner les valeurs initiales concordantes Po, P',, ; le 
chemin d'intégration étant donné, on peut suivre, tont le long de 
ce chemin, les valeurs du radical; on parvient ainsi aux valeurs 
concordantes finales Pj, P',. Si l'on désigne par «o, u, des valeur.! 
de la variable (/ qui satisfassent aux équations 

la valeur de Tintégraîe considérée seia deJii forme 



où n, et «g sont des entiers qu'il reste à déterminer. Cette déter- 
mination, comme on le verra dans un prochain Chapitre, n'oflrc 
pas de difficultés sérieuses lorsque g^ et g^ sont réels. Nous ver- 
rons aussi que la détermination des nombres analogues dont dé- 
pend la solution pratique du problème analogue concernant la 
première intégrale est aisée lorsque A'^ est réel, positif et plus 
petit que I . 
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génis-Actitas, 1S92. i; fr. 

-r VU. Docum . coiicern . les relations du 
Patriarcat de Jérusalem avec k Rou- 
manie, 1895. îOfr. 
— VIII. FiblesEsopiques, 1897. lî fr. 
Burton's Aribian Nighls entenaine- 
nl, including thesupple- 
nDWentilled:T]ieBooi! 
i Nights and a Niïht, 



e de la 1: 



170 fr. 



mental Nighti 
ofthe thousan 

Bu^niy. Grami 

î'Jdit., ÎTol., t882.(j2fr.)nci:iUir. 

Bury. Philobîbliou. Trad. fr. pat Coche- 
ris, in-i6, i8ifi. (12 fr.) net 6 ft, 

Caildréa Hecht (A.). Giammaire rou- 
maine, in-i6, 1897. 10 fr. 

Caesar. Texte ktjn, notes et comment., 
par Dubner, 2 voi. in-4, 1867. (40 fr.) 

Carbonel (P.). Histoire de la philoso- 
phie, in-8, 1882. (7 fr. î») net4fr. 

Catalogue des incunables de la 
Bibliothèque Mazartne, par Marais 
et Dufresne de Saiol-Léon, 189;. 

Catulle. Texte, ttad. p. Rostand, et 
comm. p. Benoist et Tliomas, 2 ï., 
1882.1890. (20 fr.) net la fr. 

Chansonnier historique du xviif 
siècle, publié avec introduction, com- 
mentaire, notes et index, par £. Rau- 
■■ ' ■ " ■ r de Hol. 



Chaasiotis (G.). L'instruction publique 
chei les Gtecs depuis îa prise de Cons- 
tantinople pat les Turcs jusqu'à nos 

Chevalier (Ulysse). Répertoire des 
sources historiques du moyen âge. 
Topo-bibliographie. En vente les 

Souscription à l'ouvrage complet 
(6 fasc. in-4) payé d'avance. 45 fr. 
Clapin (Sylvain). Dictionnaire canadien- 
français ou lexique des mots dont !'u sage 
appartient surtout aux Canadiens - 
Français, in-8, Boston, 1894. 20 fr. 
Correspondance commerciale euro- 
péenne ; allemande, anglaise, française. 
Italienne, espagnole, portugaise, par 
A. Wolff, H. Robolsky MR. Sepu!- 
veda, 796 pp. in-8, 1894. iS fr. 
Courrier de Vaugelas. (Etudes de 
Grammaire), 11 vol. in-4. (88 fr.) 
net. JO fr. 
Dante. 3 trad. françaises desxv' et ïvi" 
siècles, avec introduction par C. Mo- 
re!, in-8, avec 15 planches, 1895. 35 fr. 
[Dorveaux (P.)]. L'Antidotaire Ni- 
colas, deux traductions françaises de 
l'Autidotarium Nicolai du xiV siècle, 
publ. par le D' P. Dorveaus, préface 
oar A. Thomas, in-8- avec 2 fac- 
. 7 f"^-. Ro- 



lande, a\ 






1884. (too fr.) 



.u-forti 



Du Cange. Gk 

mas latinitatis. 
(400 fr.) 



.4, 1885-87. 
net 250 fr. 
et de Hollande (600 fr.) jsofr, 
(Henri). Deux dialogues du 
nouveau langage fmnçois italianisé 
(1578), publ. par A. Bonneau, 2 vol. 
in.8, 1885.(25 ft.) uetiifr. 

Faguet (E.). La tragédie française au 
XVI' siècle (1500-1600), nouv. éd. 
in-8, 1895. (Repr. fac-similé). "> f'- 
Foulchi'Delbosc. Grammaire espa- 
gnole complète, 2' éd., 1889. (4 fr.) 

-^ La même, tel. (5 fr.) net 2 fr. 50. 

— Abrégé de lagr, esp. 2 fr. 50. 

— Exercices espagnols. 2 fr. 50. 

— Lecturas espaiiolas modernas, 1897. 

5 fr. ïo. 

— Contes espagnols. (En collaboration 
avec M. Contamin de la Tour), in-8, 
1890. 5 fr. 

— Bibliogr. des Voyages en Espagne 



,ï fr. 
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Gautier (Léon). Les 



4. vol., 187S-94. 



de geste. (Suppl, 

15 fr. 



- Bibligc. 
aux Epopées), 1897, 

— La Chevalerie, 3' é 
(i; fr.) net 12 1.. 50. 

■Gazette anecdotique, httéiaiie, ar- 
tistique et bibliographique. Col- 

(288 fr.) ' net 100 fr. 

■Godefroy <Fr.). Dictionnaire abrégé de 
l'ancienne langue française et de tous 
ses difllectea, depuis les origines jusqu'à 
la fin du XV siècle, i fort vol, grand 
in-8 Jésus, i j col., impression tiès 
compacte, d'environ 12OO pages. (Kn 
prépanitloii.) Sera mis en vente par 

pour les souscripteurs, environ 15 ft. 
Graesel. Manuel de bîbliothéconomie, 

in-8. 1897, relié. isfr. 

Histoire littéraire de la France, 31 vol. 



liches Won 



rlîucli, 
.oy.. 27 fr. ;o 

Koschwitz (E.). Les parlets parisiens. 
Anthologie phonétique, 2' éd., lelié, 
1896. 4 fr. 50 

— Les Français avant, pendant et .iprés 
la guette de 1870-71, 1897. 1 fr. 

KPrnTAA-IA. Recueil de documents 
pour servir â l'étude des traditions po- 
pulaires. Les tomes I à IV ainsi que le 
titre de la collectiou sont actuellement 
notre propriété. Les4vol. parus de 1883 



fournir : les tom 
3Î fr. Sous prei 



Laborde. Athènes, 1851. 10 fr. 

Lacurne. Dictionnaire historique de 
l'ancien langage françois, ro vol. in-4, 
reliés en 5, d.-ch.ig,, 1878-83. (230 fr.) 



Lecture historique (La). Clioix 



broclié. (400 fr.) 

net 100 fr. 

Hollande. (600 fr.) 



vol. 



divers, c]iacunayant64(ïpagesgr. in 3, 
(100 fr.) Les To vol. ensemble. 30 fr. 

Legrand (E.). Bibliograplùe hellénique, 
2 forts vol., 18S5. (60 fr.) uet 40 fr. 

LenocmantCFr.),LamonHaiedansi'an- 
tiqtiité. Leçons proiessées dans lachaire 
d'archéologie près la Bibliothèque Na- 
tionale. Nouv. éd., 3 vol. in-8, 1897. 



Lesaint. La pi 



:, î'éd., in-8, 1890. tofr, 
(Marc.).Hist.delaNouvdle- 
- -■ - artes, 1866. 

net ,0 fr. 



L.escaibot , 

France, 1 

(60 fr.) 
Livet (Ch.), Lexique 

Molière comparéeav. celle des écrivains 

de son temps, 3 vol., 1896-97. 45 fr. 

189s. ' 7'tr. îô 

Leoormatit et de WTitte. Élite des 

in-4" av. 469 pi. (580 fr.) '180 fr] 
Lot(F.).L'enseV=n.entsup,enFr.ince, 

1893. , fr. 

MaB-Latïie. Trésor de Chronologie in- 

fol., 1889. (,00 fr.) uMéofr. 

Mazura (M. A.). Les poètes antiques. 



en latin, en français, en italien et en 

espagnol, iix-8, 1875. 5 fr. 

Mesrei-Liibke. Grammaire des langues 

romanes, l, : Phonétique, 1B90. 20 fr. 

II : Moipholi^ie, 1893. 2; fr, 

III : Syntaxe paraîtra prochainement. 
[Molière]. Supplément aux diverses édi- 
tions de Molière, ou lettres sur la 
femmede Molière, et poésies dn comte 
de Modène, son bean-péte,in-8, ifiîj, 

Moliériste (Le). Recueil publié par' G. 
Monval, archiviste bibliothécaire de la 
" '"Française. Collection 1 






e HoU 



icUes hors t« _ _ 
1889. (130 îr.) yo fr 

Morel. Une illustration de 1 Enfer de 
Dante, 71 miniatures du sv siècle, re 
production en phototypie et descr piioi 
I vol. in.4 obi. av. 71 pi lelé 

Mouton. L'artd'écrireunlure delim 
primer etdelepublier,in-S iS-jf, i" f 
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LIBRAIRIE GAUTHIER-VILLARS ET FILS. 



APPELL (Paul), Membre de l'Iiiatitut, Professeur à l'Université de Paris, 
fit LACOUR (Emile), Mailre de Goiiférenoes à l'Université de Nancy. — 
Principes de la Théorie des Fonctions elliptiques et applications. Un 
volume grand in-S, avec figures; 1896 lî fr. 

BURALI-FORTI, Professeur à i'Acadoraio militaire de Turin. — Intro- 
daction à la Créométrie différentielle suivant la méthode de H. Grass- 
mann. ln-8, avec ligures ; 189; 4 fr. 5o c. 

OARBOBX (Gaston), Membre de l'inslitai, Doyen de la Faculté des 
Sciences et Professeur de Géométrie supérioiiro à l'Université de Paris. 
— Leçons sur les systèmes orthogonaux et les coordonnées curvi- 
lignes. Deux volumoa grand in-8, se vendant séparément. 

ToifB 1 : Volume de iv-338 pages avec figures; 1898 10 fr. 

Tome II {En préparation.) 

GALOIS (Evariste), — Œuvres mathématiques, publiées sous les aus- 
pices de !a Société mathématique de l'rance. Avec une introduction par 
EMit-E Picnun, Membre do l'iiislitut. Grand in-8, avec un portrait de 
Galois en héliogravure; 1897 : 3 îr, 

LAGUEREE. — Œuvres de Laquerre, publiées sous les auspices de l'A- 
cadémie des Sciences, par MM. Cu. Heuhite, II. PomcAiiÉ et E. Roucbé, 
Membres de l'Institut, a volumes grand in-S, se vendant séparément : 

ToaG I : Jlgèbre, Calcul intégral; 1898 i5 fr. 

Tome II : Géométrie.... (Sous presse.) 

LÈVT (Lucien), Examinateur d'admission et Répétiteui' d'Analyse à l'École 
Polytechnique. — Précis élémentaire de la théorie des fonctions 
elliptiques, avec Tables numériques et applications. Grand in-8, avoe 
figures; 1898 .■ 7 fr. 5o c. 

PICARD (E.)i Membre do l'Inslitot, Professeur à l'Univorailé de Paris, 
et SIMART, Capita.ine de frégate, Répétiteur ù l'Ecole Polytechnique. — 
Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes, 
a beaux volumes grand in-8, so vendant séparément ; 

ïoîiË I : Volume de v[-256 pages ; 1897 9 fr. 

ToweII ^ {En préparaiion.) 

BAFFY (L.), Maître do Conférences à !a Faculté des Sciences et à l'École , 
Normale supérieure. — Leçons sur les applications géométriqiies de 
l'Analyse. Eléments de la théorie des courbes et des sur/aces. Graind 
in-8, avec ligures; 1897 7 fr, 5o c. 

TAMNERY (Jules), Mailre de Conférences à l'École Normale supérieure, 
— Deux leçons de Cinématique, ln-4 ; 1886 a fr. So c. 
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